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Аннотация. При автоматическом обучении нейросетевых преобразователей биометрии в код био-

метрической аутентификации по ГОСТ Р 52633.5 необходимо проверять гипотезу нормального распре-
деления входных биометрических данных. Использование для этой цели хи-квадрат критерия дает зна-
чительный уровень ошибок при обучающих выборках в 16 примеров. При переходе к использованию 
критерия среднего гармонического удается снизить вероятность появления ошибок в 3.7 раза. Оптими-
зация процедуры нормирования и смещения входных данных позволяет дополнительно снизить вероят-
ность появления ошибок, примерно, в два раза.  
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I. ВВЕДЕНИЕ 

Проблема критериев проверки гипотезы нормального распределения данных в выборках активно иссле-
довалась в прошлом веке [1]. Был создан 21 статистический критерий, однако все они ориентированы на обра-
ботку выборок из 200 и более примеров [2, 3]. Если мы попытаемся применить критерий хи-квадрат к малой 
выборки в 16 опытов, то получим распределения, приведенные на рис. 1.  

 

 
 

Рис. 1. Хи-квадрат нейрон, обученный различать малые выборки в 16 опытов  
c нормальным и равномерным распределениями данных 
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Из рис. 1 видно, что хи-квадрат критерий на малой выборке позволяет разделять нормальные и равно-
мерно распределенные данные с недопустимо большими значениями вероятностей ошибок первого и второго 
рода P1≈P2≈0.362 при значении порога принятия решений k=5.41.  

Очевидно, что хи-квадрат критерию можно поставить в соответствие искусственный нейрон, принима-
ющий выходное состояние «0» при обнаружении малой выборки с нормальными данными и состояние «1» при 
обнаружении на входе равномерно распределенных данных. Для получения данных, отображенных на рис. 1, 
хи-квадрат нейрон может быть воспроизведен программно. Программа на языке MathCAD, воспроизводящая 
отклики хи-квадрат нейрона приведена на рис. 2. 

 

 
Рис. 2. Программа, воспроизводящая работу хи-квадрат нейрона  

при воздействии на него 100 малыми выборками нормально распределенных данных 
 
Во многих случаях медицины, биологии, биометрии, экономики получать выборки данных в 200 и более 

примеров не получается. В частности, алгоритм автоматического обучения по ГОСТ Р 52633.5 [4] ориентиро-
ван на наличие малых обучающих выборок биометрических образов «Свой», имеющих от 16 до 21 примера. 
При этом каждый и сотен биометрических параметров должен иметь распределение близкое к нормальному. 
Возникает задача создания достаточно надежной статистической проверки на близость к нормальному закону 
сотен биометрических параметров. 

 
II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

По итогам математических исследований, выполняемых в прошлом веке [1], было принято публиковать 
таблицы доверительных вероятностей при разных условиях применения того или иного статистического крите-
рия. Если задать конкретные условия, применения статистического критерия, по вычисленным ранее таблицам 
(по справочникам) мы имеем возможность оценить ошибки первого и второго рода. Меняя условия применения 
критерия, мы имеем возможность изменять в широких пределах соотношение вероятностей ошибок первого  
и второго рода. 

Еще одним важным моментом практики применения статистических критериев является то, что их мож-
но представить как использование некоторого искусственного нейрона с выходным бинарным квантователем. 
Так работу статистического хи-квадрат критерия, в любых условиях его применения, сегодня мы можем интер-
претировать как работу эквивалентного ему искусственного нейрона. При этом мы можем выбрать значение 
порога квантования, приводящее к совпадению значений вероятностей ошибок первого и второго рода 
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P1≈P2≈PEE. Это условие не обязательно, однако, оно желательно, так как приводит к снижению числа учитывае-
мых неопределенностей.  

Очевидным является то, что для любого из известных статистических критериев можно построить экви-
валентный ему искусственный нейрон. Объединение в одну сеть множество искусственных нейронов эквива-
лентно многокритериальному статистическому анализу [5].  

То есть, созданные в прошлом веке 21 статистический критерий проверки гипотезы нормальности, мы 
можем обобщить одной нейросетью. Такая нейросеть будет давать кодовые состояния «0» в каждом разряде, 
если все критерии (все нейроны) подтверждают верность гипотезы нормального распределения. Если все 21 
нейрон отвергают гипотезу, то мы получим выходной код, в разрядах которого будут только единицы.  

Выходной код нейросети всегда является избыточным, однако мы всегда его можем свернуть до одного 
разряда. Например, это можно выполнить подсчетом состояний «0» и состояний «1». Если число разрядов кода 
с состояниями «0» больше, чем с состояниями «1», то принимается решение о подтверждении гипотезы нор-
мального распределения данных. Структура нейросети, обобщающей множество статистических критериев, 
отображена на рис. 3. 

 

 
 

Рис. 3. Нейросетевое обобщение 21 классических статистических критериев 
 
Интуитивно понятно, что качество принимаемы нейросетью решения будет тем выше, чем больше стати-

стических критериев будет обобщено нейросетью. Нейросеть, обобщающая 3 статистических критериев, долж-
на работать хуже, нейросети, обобщающей 5 статистических критериев. Формально можно попытаться пред-
сказать ожидаемые вероятности ошибок первого и второго рода для нейросетевого обобщений 21 классическо-
го статистического критерия.  

 
III. ТЕОРИЯ 

Проверка различных комбинации известных статистических критериев является трудоемкой задачей. 
Кроме того, сильно коррелированные статистические критерии объединять бесполезно. В связи с этим будем 
рассматривать выборку из пять слабо коррелированных классических статистических критериев. Названия кри-
териев, вероятности их ошибочных решений и коэффициенты корреляции их выходных состояний приведены в 
таб. 1. 
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ТАБЛИЦА 1 
СТАТИСТИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ВЫБОРКИ ИЗ ПЯТИ СЛАБО ЗАВИСИМЫХ  

КЛАССИЧЕСКИХ СТАТИСТИЧЕСКИХ КРИТЕРИЕВ 
 

Знак P1≈P2   Матрица коэффициентов корреляции 
Знак χ2 ω2 Sω2 AD MT 

χ2 0.362 χ2 1 0.521 0.167 0.173 0.117 

ω2 0.402 ω2 0.521 1 0.176 0.072 0.367 

Sω2 0.041 Sω2 0.167 0.176 1 -0.137 -0.472 
AD 0.421 AD 0.173 0.072 -0.137 1 -0.385 
MT 0.147 MT 0.117 0.367 -0.472 -0.385 1 

Среднее геометрическое вероятностей ошибок 5 нейронов P1≈P2≈0.207. 
χ2 – хи-квадрат критерий Пирсона; ω2- критерий Крамера-фон Мизеса; 
Sω2 – критерий Смирнова- Крамера-фон Мизеса; 
AD – критерий Андерсона-Дарлинга; MT – критерий Муроты Такеучи. 
Среднее модулей коэффициентов корреляции E(corr(.,.))≈0.249. 

 
Для того, чтобы упростить задачу прогноза, выполним симметризацию нейронной сети [6, 7]. В нашем 

случае все симметричные нейроны должны иметь вероятность появления ошибок P1≈P2≈0.207, что соответству-
ет среднему геометрическому всех вероятностей ошибок пяти асимметричных нейронов (смотри второй стол-
бец табл. 1). 

Для упрощения учета влияния взаимных корреляционных связей, также нужна их симметризация [6, 7]. 
Для этой цели необходимо усреднить модули коэффициентов корреляции, находящихся вне диагонали корре-
ляционной матрицы: 

 

{ }
5
1rEr~где,

1r~r~r~r~
r~1r~r~r~
r~r~1r~r~
r~r~r~1r~
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
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.   (1). 

 
Для корреляционной матрицы правой части таблицы №1 среднее модулей коэффициентов корреляции 

составляет r~ ≈0.25. 
 

Будем считать далее выходные состояния нейронов равно коррелированными 25.0~ ≈r , а нейроны оди-
наково ошибающимися с вероятностями появления ошибок первого и второго рода P1≈P2≈PEE≈0.207. Это пред-
положение позволяет достаточно просто выполнить численный эксперимент по моделированию такой симмет-
ричной нейросети.  

Очевидным результатом моделирования будет то, что для выборок из 16 опытов с нормальным распре-
делением от пяти нейронов мы будем получать с достаточно высокой вероятностью кодовые последовательно-
сти состояние только из нулей «00000». Напротив, если мы будем подавать на входы нейросети равномерно 
распределенные данные, то часто будем получать коды, состоящие только из единиц «11111». 

В большинстве случаев мы будем иметь некоторые кодовые состояния с разрядами, одновременно име-
ющими и состояние «0», и состояние «1». Свернуть 5-ти кратную избыточность кодов можно разными спосо-
бами. Самым простым способом является подсчет состояний «0» и состояний «1». Если число состояний «0» 
будет больше числа состояний «1», то нейросеть обнаружила входные нормальные данные. Когда это условие 



Динамика систем, механизмов и машин. 2021. Том 9, № 4 

 

7 

не выполняется, то нейросеть должна принимать решение об обнаружении равномерно распределенных дан-
ных. На блок-схеме рис. 2 свертывание избыточности кода голосованием по большинству состояний разрядов 
выполняет крайний справа блок. 

 
IV. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТОВ 

Проведенный численный эксперимент показал, что пять, приведенных выше классических нейронов {χ2, 
ω2, Sω2, AD, MT} простейший способ свертывания избыточности кода по большинству состояний позволяет 
достичь вероятностей P1≈P2≈PEE≈0.111, что примерно в три с половиной раза лучше, чем дает один хи-квадрат 
нейрон. Если предположить, что у других 21 известных статистических критериев показатель среднего геомет-
рического и показатель средней коррелированности сохранятся, то свертывание избыточных разрядов кода до 
одного разряда позволит снизить вероятность ошибок до величин P1≈P2≈PEE≈0.065. Далее, синтезированные в 
20 веке, статистические критерии заканчиваются, по этой причине приходится уже в этом 21 веке создавать 
новые статистические критерий проверки гипотезы нормального распределения малых выборок [8, 9, 10]. 

 
V. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 

Следует отметить, что уже в 20 веке отчетливо просматривалась тенденция формирования семейств 
близких по принципу вычислений статистических критериев. Так в табл. 1 отмечены два представителя крите-
риев семейства Крамера-фон Мизеса {ω2, Sω2}. Примерно такая же ситуация возникает и для других статисти-
ческих критериев. В этом контексте интересным является статистический критерий среднего гармонического 
[11] и возможность дальнейшего расширения номенклатуры, модифицированных критериев этого семейства.  

Работа базового критерия этого семейства иллюстрируется рис. 4. 
 

 
 

Рис. 4. Распределения выходных состояний искусственного нейрона, выполняющего обогащение  
16-ти входных биометрических данных в пространстве среднего гармонического 

 
Программная реализация, позволившая получить данные рис. 4, приведена на рис. 5. 
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Рис. 5. Программная реализация базового статистического критерия sga и четырех его модификаций,  
полученные умножением базового критерия на отклики модулей четырех полиномов Эрмита  

2, 5, 7, 9 порядков 
 
Интересно отметить, что критерий среднего геометрического и среднего гармонического образуются че-

рез произведение координат опытов в исследуемой выборке. Это обстоятельство позволяет легко их модифи-
цировать, например, путем искажения пространства накопления данных нейронами через домножения значения 
базового критерия откликами ортогональных полиномов Эрмита. На приведенном ниже рисунке 6 даны откли-
ки базового статистического критерия sga, полученные домножением на модуль отклика классического поли-
нома Эрмита второго порядка. 

 

 
Рис. 6. Распределения выходных состояний искусственного нейрона, выполняющего обогащение  

16-ти входных биометрических данных в пространстве среднего гармонического, деформированного  
произведением на модуль полинома Эрмита второго порядка 
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Сравнивая данные рис. 4 и рис. 6 мы видим, что линейная разделимость по отношению к базовому кри-
терию sga ухудшилось более чем в 2,5 раза с величины P1≈P2≈PEE≈0.088 до величины P1≈P2≈PEE≈0.245. При 
этом практически полностью отсутствует корреляционная связь между откликами базового и модифицирован-
ного критерия corr(sga, H2sga)≈0.001.  

Если мы выполним еще одну модификацию базового критерия, повысив степень модифицирующего по-
линома Эрмита со второй до пятой, то получим похожий результат, отображенный на рис. 7.  

 

 
Рис. 7. Распределения выходных состояний искусственного нейрона, выполняющего обогащение  

16-ти входных биометрических данных в пространстве среднего гармонического,  
деформированного произведением на модуль полинома Эрмита пятого порядка 

 
Как и прежде мы видим падение линейной разделимости равномерно распределенных и нормальных 

данных малых выборок. По-прежнему новый модифицированный статистический критерий дает отклики, прак-
тически не коррелированные с двумя предшествующими критериями. В табл. 2 приведены данные базового 
статистического критерия и четырех новых его модификаций.  

 
ТАБЛИЦА 2 

СТАТИСТИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ВЫБОРКИ ИЗ ПЯТИ НОВЫХ НЕ ЗАВИСИМЫХ  
СТАТИСТИЧЕСКИХ КРИТЕРИЕВ СЕМЕЙСТВА СРЕДНЕГО ГАРМОНИЧЕСКОГО 

 
Знак P1≈P2   Матрица коэффициентов корреляции 

Знак sga |H2|sga |H5|sga |H7|sga |H9|sga 
sga 0.088 sga 1 0.0009 0.015 0.0004 -0.01 

|H2|sga 0.245 |H2|sga 0.0009 1 0.0008 0.0048 -0.002 
|H5|sga 0.281 |H5|sga 0.015 0.0008 1 0.0065 -0.0002 
|H7|sga 0.354 |H7|sga 0.0004 0.0048 0.0064 1 -0.007 
|H9|sga 0.202 |H9|sga -0.01 -0.002 -0.0002 -0. 007 1 

Среднее геометрическое вероятностей ошибок 5 нейронов P1≈P2≈0.212. 
sga – критерий среднего гармонического; |H2|sga – критерий среднего гармонического, модифицированный 
полиномом Эрмита второго порядка; |H5|sga – критерий среднего гармонического, модифицированный поли-
номом Эрмита пятого порядка; |H7|sga – критерий среднего гармонического, модифицированный полиномом 
Эрмита седьмого порядка; |H9|sga – критерий среднего гармонического, модифицированный полиномом Эр-
мита девятого порядка. 
Среднее модулей коэффициентов корреляции E(corr(.,.))>0.003. 
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Сравнивая данные табл. № 1 и таб. № 2, мы видим, что среднее геометрическое вероятностей ошибок, 
рассматриваемых сетей из 5 нейронов практически совпадают. В это же время среднее значение модулей кор-
реляции снижается с величины 0.249 до величины менее 0.003. То есть использование для модификации нейро-
нов среднего гармонического ортогональных полиномов Эрмита технически выгодно, так как модифицирован-
ные нейроны дают не коррелированные выходные состояния. 

 
VI. ВЫВОДЫ И ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Классических статистических критериев и эквивалентных им нейронов не так много. Предположительно, 
что каждый из известных статистических нейронов может быть так или иначе модифицирован с использовани-
ем систем ортогональных полиномов Лежандра, Эрмита, Лагерра, Чебышева. Все это должно позволить суще-
ственно расширить число статистических критериев, которые могут быть представлены искусственными 
нейронами, объединенными в сети и дающими выходные коды с 210 кратной избыточностью и более.  

В свою очередь свертывание кодов с такой значительной избыточностью даже по примитивному правилу 
«голосования по большинству» должно позволить получать достоверные статистические решения даже на ма-
лых выборках. В место увеличения размеров анализируемой выборки с 20 до 200 более выгодным во многих 
случаях является увеличение числа используемых статистических критериев с 20 до 200 штук.  
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ДЛЯ НЕЙРОНОВ СРЕДНЕГО ГАРМОНИЧЕСКОГО, ИСПОЛЬЗУЕМЫХ ПРИ ПРОВЕРКЕ  

ГИПОТЕЗЫ НОРМАЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ МАЛЫХ ВЫБОРОК 
 

OPTIMIZATION OF THE PROCEDURE FOR NORMALIZATION AND BIAS OF INPUT DATA  
FOR MEDIUM HARMONIC NEURONS USED IN TESTING THE HYPOTHESIS OF THE NORMAL  

DISTRIBUTION OF SMALL SAMPLES 
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Аннотация. При автоматическом обучении нейросетевых преобразователей биометрии в код био-
метрической аутентификации по ГОСТ Р 52633.5 необходимо проверять гипотезу нормального распре-
деления входных биометрических данных. Использование для этой цели хи-квадрат критерия дает зна-
чительный уровень ошибок при обучающих выборках в 16 примеров. При переходе к использованию 
критерия среднего гармонического удается снизить вероятность появления ошибок в 3.7 раза. Оптими-
зация процедуры нормирования и смещения входных данных позволяет дополнительно снизить вероят-
ность появления ошибок, примерно, в два раза.  

 
Ключевые слова: многокритериальный нейросетевой статистический анализ, малые выборки, хи-

квадрат критерий, критерий среднего гармонического, оптимизация параметров нормирования и сме-
щения исходных данных. 

 
DOI: 10.25206/2310-9793-9-4-11-14 
 

I. ВВЕДЕНИЕ 

Обучение нейронных сетей преобразованию биометрии в код аутентификации по ГОСТ Р 52633.5 [1] 
выполняется на 16 примерах образа «Свой». При этом «хорошие» биометрические данные имеют нормальное 
распределение, а «плохие» данные с грубыми ошибками имею распределение близкое к равномерному. В итоге 
при оценке качества малых обучающих выборок нужно проверять гипотезу нормального распределения малой 
выборки в 16 примеров.  

Одним из очевидных способов проверки гипотезы нормальности является использование хи-квадрат 
критерия Пирсона. К сожалению, для малых выборок этот классический статистический критерий плохо рабо-
тает. Эта ситуация иллюстрируется рис. 1.  

https://izvuz_tn.pnzgu.ru/tn2420
https://izvuz_tn.pnzgu.ru/tn2420
https://izvuz_tn.pnzgu.ru/tn2420
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Рис. 1. Пример плохой линейной разделимости искусственным нейроном выходных состояний  
классического хи-квадрат критерия для малых выборок в 16 опытов 

 
II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Очевидным является то, что для малых выборок вероятности ошибок первого и второго рода велики 
Р1=Р2=РЕЕ≈0.330. В связи с этим по стандартным рекомендациям [2] для приемлемых значений доверительных 
вероятностей критерий хи-квадрат должен применяться для выборок в 200 и более опытов. Это условие невы-
полнимо для нейросетевой биометрии.  

 
III. ТЕОРИЯ 

Выходом из создавшегося положения является параллельное использование множества статистических 
критериев проверки гипотезы нормального распределения малых выборок. Так в прошлом веке [3] было созда-
но порядка 21 статистического критерия для проверки гипотезы нормальности. В работе [4] показано, что для 
каждого из известных статистических критериев проверки гипотезы нормальности может быть построен экви-
валентный искусственный нейрон. Для этого достаточно на выходе свертывающего данные статистического 
функционала разместить бинарный квантователь, срабатывающий в точке равновероятных ошибок первого  
и второго рода. Для хи-квадрат нейрона квантователь должен срабатывать в точке χ2=5.8 как это показано на 
рис. 1. 

 
IV. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТОВ 

Если мы каждый из 21 критерия [3] заместим своим эквивалентным искусственным нейроном, то на вы-
ходе нейросети получим выходной код с 21-кратной избыточностью. Устранение столь высокой избыточности 
может быть выполнено подсчетом состояний «0» и состояний «1». Итоговое решение должно приниматься по 
большинству выявленных в коде состояний. 

Одним из ограничений такого мультикритериального анализа малых выборок является высокая корреля-
ционная связанность классических статистических критериев. Учет влияния корреляционных связей [5] пока-
зывает, что для достижения доверительной вероятности 0.99 итогового нейросетевого решения необходимо 
использовать порядка 60 статистических критериев. Последнее означает, что в ближайшее время необходимо 
дополнительно синтезировать и оптимизировать порядка 40 новых статистических критериев. 

 
V. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 

Одним из путей решения этой задачи является переход к использованию семейства статистических кри-
териев среднего гармонического и среднего геометрического [6, 7, 8, 9,]. В частности может быть использован 
искусственный нейрон среднего гармонического, полученный нормированием входных данных стандартным 
отклонением и их смещением в интервал од 1 до 9:  
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Численное моделирование соотношения (1) дает распределения выходных состояний искусственного 

нейрона отображенное на рис. 2. 
 

 
 

Рис. 2. Разделение нормальных и равномерных данных нейроном среднего гармонического  
для малых выборок в 16 опытов 

 
VI. ВЫВОДЫ И ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Очевидным является то, что нормировка входных данных в (1) существенно влияет на результат вычис-
лений. В связи с этим была предпринята попытка оптимизации ее параметров. Проведенные работы показали, 
что увеличение смещения в формуле (1) с 1.0 до 3.0 позволяет снизить вероятность появления ошибок первого 
и второго рода примерно в 2 раза с величины Р1=Р2=РЕЕ≈0.088 до величины Р1=Р2=РЕЕ≈0.046. 

 
ИСТОЧНИК ФИНАНСИРОВАНИЯ. БЛАГОДАРНОСТИ 

Работа выполнена при финансовой поддержке ФГБОУ ВО «МИРЭА – Российский технологический уни-
верситет», конкурс «Грант ИБ» (проект №19). 

 
СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 

1. ГОСТ Р 52633.5-2011 Защита информации. Техника защиты информации. Автоматическое обучение 
нейросетевых преобразователей биометрия-код доступа. Введ. 2012-04-01. М.: Стандартинформ, 2018. 25 с. 

2. Р 50.1.037-2002 Рекомендации по стандартизации. Прикладная статистика. Правила проверки согла-
сия опытного распределения с теоретическим. Часть I. Критерии типа χ2. Введ. 2002-07-01. М.: Госстандарт 
России, 2001. 140 с. 



Динамика систем, механизмов и машин. 2021. Том 9, № 4 

 

14 

3. Кобзарь А. И. Прикладная математическая статистика. Для инженеров и научных работников. М.: 
ФИЗМАТЛИТ, 2006. 816 с. 

4. Иванов А. И., Банных А. Г., Безяев А. В Искусственные молекулы, собранные из искусственных 
нейронов, воспроизводящих работу классических статистических критериев // Вестник пермского университе-
та. Сер. Математика. Механика. Информатика. 2020. № 1 (48). С. 26–32. 

5. Иванов А. И., Банных А. Г., Серикова Ю. И. Учет влияния корреляционных связей через их усредне-
ние по модулю при нейросетевом обобщении статистических критериев для малых выборок // Надежность. 
2020. № 20 (2). С. 28–34. URL: https://doi.org/10.21683/1729-2646-2020-20-2-28-34. 

6. Иванов А. И., Банных А. Г., Куприянов Е. Н., Лукин В. С., Перфилов К. А., Савинов К. Н. Коллекция 
искусственных нейронов эквивалентных статистическим критериям для их совместного применения при про-
верке гипотезы нормальности малых выборок биометрических данных // Безопасность информационных техно-
логий: сборник науч. ст. I Всерос. науч.-техн. конф., 24 апреля 2019, Пенза, 2019. С. 156–164. 

7. Иванов А. И., Перфилов К. А, Лукин В. С. Нейросетевое обобщение семейства статистических крите-
риев среднего геометрического и среднего гармонического для прецизионного анализа малых выборок биомет-
рических данных // Информационно-управляющие телекоммуникационные системы, средства поражения и их 
техническое обеспечение: сборник науч. ст. Всерос. науч.-техн. конф. / под общ. ред. В. С. Безяева. Пенза:  
АО НПП «Рубин», 2019. С. 50–63. 

8. Иванов А. И., Банных А. Г., Безяев А. В. Искусственный нейрон для контроля по критерию вариаций 
коэффициентов эксцесса малых выборок биометрических данных с нормальным распределением // Информа-
ционно-управляющие телекоммуникационные системы, средства поражения и их техническое обеспечение: 
сборник науч. ст. Всерос. науч.-техн. конф. / под общ. ред. В. С. Безяева. Пенза: АО НПП «Рубин», 2019.  
С. 84–94. 

9. Лукин В. С. Сравнение мощности обычной и логарифмической форм статистических критериев сред-
него гармонического при использовании для проверки гипотезы нормального распределения данных малой 
выборки // Известия высших учебных заведений. Поволжский регион. Технические науки. 2020. № 4. С. 19–26. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

https://doi.org/10.21683/1729-2646-2020-20-2-28-34
https://izvuz_tn.pnzgu.ru/tn2420
https://izvuz_tn.pnzgu.ru/tn2420
https://izvuz_tn.pnzgu.ru/tn2420


Динамика систем, механизмов и машин. 2021. Том 9, № 4 

 

15 

МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ДИСКРЕТНЫХ ЗАДАЧ ОПТИМАЛЬНОГО ПЛАНИРОВАНИЯ  
ПРОИЗВОДСТВЕННЫХ СИСТЕМ 

 
 

УДК 519.8 
 

ЗАДАЧА КАЛЕНДАРНОГО ПЛАНИРОВАНИЯ ПРИ ЕДИНИЧНЫХ ДЛИТЕЛЬНОСТЯХ РАБОТ  
 

PROJECT SCHEDULING PROBLEM WITH UNIT PROCESSING TIME OF JOBS  
 

Н. В. Герасименко, В. В. Сервах  
Институт математики им. С.Л. Соболева CО РАН, г. Новосибирск, Россия 

 
N. V. Gerasimenko, V. V. Servah  

Sobolev Institute of Mathematics SB RAS, Novosibirsk, Russia 
 

Аннотация. В работе рассматриваются вопросы вычислительной сложности задачи календарного 
планирования с ограниченными ресурсами. Описаны максимально полиномиально разрешимые и ми-
нимально NP-трудные случаи. Граничной задачей, вычислительная сложность которой неизвестна, яв-
ляется задача с единичными длительностями выполнения работ при единичном потреблении ресурсов и 
фиксированным уровнем возобновимого ресурса. Получены новые полиномиально разрешимые подслу-
чаи этой задачи, связанные с шириной частичного порядка выполнения работ и максимально возмож-
ной длиной цепи в графе. 
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полиномиальные алгоритмы. 
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I. ВВЕДЕНИЕ 

В работе рассматривается задача 𝑃𝑃𝑚|𝑝𝑟𝑟𝑒𝑒с|𝐶𝐶𝑚𝑚𝑡𝑡𝑥, где 𝑃𝑃 означает, что используется система с m идентич-
ными параллельными машинами, 𝐶𝐶𝑚𝑚𝑡𝑡𝑥 – что минимизируется общее время выполнения работ, а 𝑝𝑟𝑟𝑒𝑒с – наличие 
частичного порядка на множестве работ. При этом в процессе выполнения каждая работа занимает только одну 
машину. Такая задача часто возникает на производстве при изготовлении сложных изделий, а также в экономи-
ке при реализации инвестиционных проектов с большим количеством технологически взаимосвязанных работ.  

Данная задача является NP-трудной в сильном смысле [2]. Причем основная сложность решения задачи 
связана с видом частичного порядка. Если работы технологически независимы, то при фиксированном числе 
машин задача становиться псевдополиномиально разрешимой. Так же задача сильно упрощается и для сбороч-
ного производства, когда частичный порядок является входящим деревом [4]. Если же частичный порядок про-
извольный, то даже в случаях, когда длительности работ равны 1 или 2 задача остается сильно NP-трудной [3]. 
Также задача трудна и в случае, если длительности единичные, но работа может занимать 1 или 2 машины при 
своем выполнении [6]. В некотором смысле это минимально NP-трудные задачи. Поэтому, актуальным являет-
ся исследование задачи при наличии частичного порядка и более слабых условиях для остальных параметров. 
Вычислительная сложность такой задачи 𝑃𝑃𝑚�𝑝𝑟𝑟𝑒𝑒с, 𝑝𝑗𝑗 = 1�𝐶𝐶𝑚𝑚𝑡𝑡𝑥 в настоящее время неизвестна. Более того, от-
крытой остается вопрос о сложности задачи с тремя машинами, тогда как при двух машинах она полиномиаль-
но разрешима. Таким образом, задача 𝑃𝑃3�𝑝𝑟𝑟𝑒𝑒с, 𝑝𝑗𝑗 = 1�𝐶𝐶𝑚𝑚𝑡𝑡𝑥  фактически является пограничной между классами 
полиномиально разрешимых и NP-трудных задач, и ее исследование поможет лучше понять структурную 
сложность задач календарного планирования. 

 
II. ПОДКЛАССЫ ЗАДАЧИ С ТРЕМЯ МАШИНАМИ 

Подробнее остановимся на основных полиномиально разрешимых подклассах задачи 𝑃𝑃3�𝑝𝑟𝑟𝑒𝑒с, 𝑝𝑗𝑗 =
1�𝐶𝐶𝑚𝑚𝑡𝑡𝑥. Самый известный случай, когда частичный порядок является входящим или выходящим деревом [4]. 
Задачи с входящим деревом характерны для сборочных производств. Выходящее дерево характерно для освое-
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ния новых месторождений. Понятно, что полиномиальной остается задача с комбинацией этих деревьев, когда 
входящее дерево предшествует выходящему. В этом случае задача просто декомпозируется. Более сложный 
случай композиции, когда некоторые вершины входящего дерева являются корнем выходящего поддерева.  
В этом случае удается показать, что алгоритмом из [4] установлен приоритет работ на каждом из выходящих 
поддеревьев, что существенно упрощает задачу.  

Следующим полиномиально разрешимым случаем является задача, в которой частичный порядок имеет 
ограниченную ширину. Шириной частичного порядка называется максимальная мощность антицепи, то есть 
максимальное число работ, которые являются попарно независимыми. В настоящей работе для доказательства 
этого результата был адаптирован алгоритм из [1]. Разобьем частичный порядок на цепи. Каждая цепь – это 
линейный порядок на множестве входящих в нее работ. Пусть получилось k цепей, 𝑟𝑟𝑗𝑗 – количество работ цепи j. 
Отметим, что при разбивке работы разных цепей могут находиться в отношении предшествования. Через 𝑥𝑖𝑖𝑗𝑗  
будем обозначать количество завершенных работ цепи j. Вектор 𝑥 = (𝑥𝑖𝑖1, 𝑥𝑖𝑖2, … , 𝑥𝑖𝑖𝑘) задает состояние выполне-
ния работ, 0 = (0; 0; : : : ; 0) – начальное состояние, когда ни одна работа не начала выполняться, а 𝑅𝑅 =
(𝑟𝑟1, 𝑟𝑟2, … , 𝑟𝑟𝑘) – конечное состояние, когда все работы завершены. 

Переходом между состояниями называется булевый вектор 𝛿𝛿. При этом в состояние 𝛿𝛿 переходим из со-
стояния 𝑥 − 𝛿𝛿. Процесс перехода соответствует одновременному выполнению в единичном временном интер-
вале работ тех цепей, для которых 𝛿𝛿𝑗𝑗=1. Так как каждая работа занимает одну машину, то в векторе 𝛿𝛿 не может 
быть больше 𝑚 единиц. Кроме того, переход должен быть согласован с частичным порядком выполнения ра-
бот. Множество таких переходов, приводящих в допустимое состояние 𝑥, обозначим через ∆𝑥. Необходимо 
найти кратчайшую последовательность допустимых переходов из состояния 0 в состояние R. 

Обозначим через 𝐿(𝑥) – наименьшее число переходов из состояния 0 в состояние 𝑥. Выпишем рекур-
рентное соотношение: 𝐿(𝑥) = max𝛿∈∆𝑥(𝐿(𝑥 − 𝛿𝛿) + 1)). Перебирая состояния 𝑥 в лексикографическом порядке 
получим значение 𝐿(𝑅𝑅). 

Трудоемкость алгоритма экспоненциально зависит от числа цепей. Но если минимальное число цепей, на 
которые разбивается частичный порядок, ограничено константой, то алгоритм становится полиномиальным. 
Тем самым для узкого графа задача является полиномиально разрешимой.  

Узкий граф и деревья могут также быть скомбинированы. Пусть имеются вершины, которые являются 
корнями выходящих поддеревьев. На каждом таком поддереве приоритет вершин определен. Это позволяет в 
описанном алгоритме перебирать не все состояния на каждом поддереве, а константное число состояний, кото-
рое при фиксированном числе машин растет полиномиально с постом вершин в этом поддереве. Удалим все 
выходящие поддеревья. Если оставшийся частичный порядок имеет ограниченную ширину и количество под-
деревьев также ограничено константой, то задача 𝑃𝑃𝑚�𝑝𝑟𝑟𝑒𝑒с, 𝑝𝑗𝑗 = 1�𝐶𝐶𝑚𝑚𝑡𝑡𝑥  полиномиально разрешима.  

Рассмотрим задачу, в которой удаление фиксированного числа дуг частичного порядка приводит к дре-
вовидной конфигурации. Выделим только те работы, которые предшествуют удаленным работам. Каждой та-
кой работе предшествует ровно одна цепочка и работы различных цепей не связаны отношением предшество-
вания, так как иначе не получится дерево. Но тогда граф, состоящий из этих работ, включая те, которые мы 
удалили, будет иметь ограниченную ширину. А все остальные вершины образуют набор выходящих поддеревь-
ев. Это та же самая комбинация, которая была рассмотрена выше. 

Третий блок полиномиально разрешимых задач связан с ограничением длины цепей частичного порядка. 
Здесь все достаточно просто. Достаточно разбить частичный порядок по рангам работ. Так как длины цепей 
ограничены, то растет количество вершин каждого ранга и при увеличении числа работ заведомо превосходит 
число машин. Поэтому проблема возникает только на стыке выполнения работ разных рангов. Перебор множе-
ства работ, которые выполняются последними среди работ заданного ранга осуществляется за полиномиальное 
время. Комбинации этих задач с древовидными фрагментами ничего не дают.  

 
III. ЯДРО СЛОЖНОСТИ 

Таким образом, задачи с древовидными, узкими и короткими частичными порядками, а также некоторы-
ми их комбинациями являются полиномиально разрешимыми. Теперь попробуем описать свойства подзадач, 
которые, в некотором смысле, являются наиболее сложными при решении. Если задача окажется NP-трудной, 
то именно такие задачи и будут образовывать, так называемое, ядро сложности. При анализе ядра сложности на 
примере связи задачи для трех машин с задачами разбиения на треугольники и точного покрытия трехэлемент-
ными множествами не удалось выделить семейство сложных примеров в 𝑃𝑃3�𝑝𝑟𝑟𝑒𝑒с, 𝑝𝑗𝑗 = 1�𝐶𝐶𝑚𝑚𝑡𝑡𝑥  [7]. 
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Перечислим свойства, которые очевидно следуют из приведенных выше полиномиально разрешимых 
случаев. 

1. Ширина частичного порядка возрастает с ростом числа работ. 
2. Длина самой длинной цепи растет с ростом числа работ. 
3. Удаление всех входящих и выходящих поддеревьев приводит к частичному порядку, обладающими 

свойствами 1 и 2.  
4. Удаление фиксированного числа дуг в частичном порядке не приводит к древовидной структуре. 
 
Кроме этого, можно удалить из частичного порядка все древовидные фрагменты, в том числе висячие и 

изолированные работы. Наиболее подходящей регулярной структурой для доказательства возможной NP-
трудности, на наш взгляд, является следующая. Под начальным рангом работы будем понимать, длину макси-
мальной цепи предшествующих ей работ. Ранг частичного порядка – это длина максимальной цепи. Обозначим 
его через k. Конечный ранг работы – это длина максимальной цепи работ, выполняющихся после нее. Сумма 
начального и конечного ранга каждой работы не может превосходить k-1. Предлагается рассмотреть подзадачу, 
в которой все работы имею сумму рангов k-1. Тогда множество всех работ факторизуется по рангам. Исследо-
вание задачи с такой регулярной структурой позволит либо доказать NP-трудность, либо построить алгоритм, 
который за полиномиальное время решает существенно новый класс задач.  
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Аннотация. В рассматриваемой задаче требуется из конечного множества точек (векторов) 

евклидова пространства выбрать подмножество минимальной мощности при ограничении снизу 
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на сумму квадратов евклидовых расстояний между всеми точками выбранного подмножества. Задача 
тесно связана с хорошо известной задачей максимального разнообразия. Доказано, что рассматриваемая 
задача NP-трудна в сильном смысле и предложен точный алгоритм ее решения в случае целочисленных 
входных данных. Алгоритм имеет псевдополиномиальную временную сложность в частном случае, 
когда размерность пространства ограничена сверху константой, а входные данные целочисленные. 

 
Ключевые слова: точный алгоритм, выбор подмножества, евклидово пространство, разнообразие  
 
DOI: 10.25206/2310-9793-9-4-17-19 
 

I. ВВЕДЕНИЕ 

В работе изучается дискретная экстремальная задача выбора подмножества точек (векторов) евклидова 
пространства из заданного конечного множества с критерием минимизации мощности выбранного 
подмножества и ограничением снизу на сумму квадратов евклидовых расстояний между всеми точками 
выбранного подмножества. Обозначим эту задачу через MCSED (от английского Minimum Cardinality Subset 
Constrained by the Sum of Squared Euclidean Distances). Если интерпретировать разнообразие конечного 
множества в евклидовом пространстве, как сумму квадратов евклидовых расстояний между всеми точками 
множества, то задача MCSED будет иметь очевидную интерпретацию в терминах вычислительной геометрии: 
найти подмножество минимальной мощности в заданном конечном наборе точек, такое, что разнообразие 
выбранного подмножества составляет не менее заданной величины a. Если данные точки евклидова 
пространства соответствуют субъектам, так что их координаты равны некоторым характеристикам этих 
субъектов, то MCSED может рассматриваться как задача отыскания достаточно разнообразной группы людей 
минимальной численности. 

MCSED тесно связана с задачей максимизации разнообразия (см., например, [1, 2]). Основное отличие 
состоит в том, что ограничения и критерий оптимизации здесь поменялись местами. Цель настоящей работы – 
построить точный алгоритм для частного случая задачи MCSED, когда все точки имеют целочисленные 
координаты и проанализировать сложность этой задачи. 

 
II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Формальная постановка задачи выглядит следующим образом.  
Дано: множество Y={y1,…,yN} точек из k-мерного евклидова пространства Rk и положительное число a. 
Найти: подмножество C* ⊆ Y наименьшей мощности, такое что  
 

,|||| 2

* *
ayz

Cy Cz
≥−∑ ∑

∈ ∈
 

 
где ||·|| – евклидова норма.  

 
III. ТЕОРИЯ 

Задача MCSED является NP-трудной в обычном смысле даже для трехмерного случая, что следует из 
доказательства теоремы 8 в [3]. Следующая теорема показывает сложность задачи в случае, когда размерность 
евклидова пространства заведомо не ограничена.  

 
Теорема 1. Задача MCSED NP-трудна в сильном смысле. 
 
Доказательство теоремы 1 основано на полиномиальном сведении задачи о независимом множестве 

графа к распознавательному варианту задачи MCSED. 
 
Основной результат данной работы показывает, что в случае фиксированной размерности k евклидового 

пространства и целочисленности координат всех точек из Y задача MCSED может быть решена за 
псевдополиномиальное время. 
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Теорема 2. Если компоненты всех точек из Y имеют целочисленные значения из интервала [-B, B], 
то задача MCSED может быть решена за время O(N 2 (2BN + 1)k). 

 
Доказательство теоремы 2 обосновывается методом динамического программирования с использованием 

подхода, предложенного в [2]. Подробное изложение доказательств теорем 1 и 2 приводятся в [4]. 
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Аннотация. Поиск оптимального плана при оперативном планировании производства является 

трудной задачей из-за двух факторов - быстрый рост пространства поиска с увеличением размерности и 
серьезное ограничение вычислительного ресурса для того, чтобы построенный план оставался актуаль-
ным при непрерывно изменяющемся состоянии производства. В данной статье рассматривается подход к 
решению задачи составления расписания с помощью выбора приоритета операций для каждой из пар-
тий. Для решения задачи используются бионические алгоритмы, а именно генетический алгоритм, алго-
ритм роя частиц и дифференциальная эволюция. Кроме того, рассматриваются саконфигурируемые вер-
сии алгоритмов и алгоритм кооперативной коэволюции на их основе. 
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I. ВВЕДЕНИЕ 

Быстрое развитие информационных технологий в современном мире открывает большие возможности 
для активного перехода многих компаний к использованию технологий Индустрии 4.0 [1]. Одной из ключевых 
характеристик Индустрии 4.0 является постоянный обмен данными между людьми, оборудованием и цифро-
выми системами, поддерживающими процесс производства, а также переход на облачное производство [2]. 
Кроме того, Индустрия 4.0 направлена на достижение автоматизации, оркестровку компонент цифрового про-
изводства, гибкость производства, повышение производительности и многое другое. Тенденции развития Ин-
дустрии 4.0 делают упор на интеллектуальные СППР для производственных систем и одним из важнейших их 
направлений по праву можно считать оперативное планирование производства [3]. Если системы производ-
ственного мониторинга, такие как системы управления производством (MES), уже широко распространены и 
проходят стадии доработки и автоматизации, то повсеместное внедрение эффективных систем оперативного 
планирования производства осложняется многими проблемами. 

В первую очередь это связано с отсутствием формализации процесса, что создает большие трудности 
уже на этапе построения модели системы. Но даже если такая модель и существует, размерность задачи плани-
рования в ее классической формулировке является достаточно большой. Эта проблема также усугубляется тем 
фактом, что сложность предметной области сильно влияет на сложность модели производства, что в свою оче-
редь резко увеличивает время вычисления одного значения целевой функции. Таким образом, ключевая про-
блема при создании систем оперативного планирования производства состоит в том, что, с одной стороны, 
необходимо проводить оптимизацию в пространстве большой размерности с медленным вычислением целевой 
функции, а с другой стороны, существует сильное ограничение на время нахождения решения, так как план, 
построенный с опозданием, теряет свою актуальность. Все это вытекает в применение концепции интеллекту-
ального планирования (Smart Scheduling) [4], которое подразумевает непрерывную связь с киберфизическими 
производственными системами и автоматический перезапуск планирования при сбое или выходе за пределы 
допустимых отклонений от актуального плана. 

Согласно обзору 2021 года [5], только в 10% статей, связанных с планированием производства, действи-
тельно речь идет об использовании разработанных алгоритмов для реальных производственных сценариев. Тем 
не менее, существует ряд примеров успешной разработки систем оперативного планирования производства, 
например с помощью метода смешенного целочисленного линейного программирования в нефтеперерабаты-
вающей промышленности [6] или при производстве смазочных материалов и гидравлических систем [7], на 
предприятии по производству тканных этикеток с использованием программного обеспечения CPLEX [8], на 
мебельном производстве с помощью алгоритма муравьиных колоний [9] или при изготовлении полупроводни-
ков для жестких дисков с использованием эвристик [10]. Машинное обучение может успешно применяться в 
производственных системах [11, 12], но, согласно метаанализу 2020 года [13], использование машинного обу-
чения для планирования производства сконцентрировано на узкоспециализированных задачах, покрывающих 
лишь 25% возможных областей. 

Однако во всех найденных примерах речь, как правило, идет об относительно простых производствен-
ных процессах, которые могут быть представлены линейно, без динамически возникающих операций и без 
смешения партий, то есть своего рода конвейерное производство. Поэтому создание гибких методик для реше-
ния сложных динамических задач составления расписания является актуальной научной проблемой. 

 
II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Одна из классических формулировок задачи составления расписания – это задача планирования проектов 
с ограниченными ресурсами (Resource-Constrained Project Scheduling Problem ¸RCPSP) [14]. Проблема состоит в 
том, чтобы найти расписание минимальной продолжительности, назначив время начала для каждой операции 
(работы) проекта так, чтобы соблюдались отношения приоритета и ограничение на ресурсы. С точки зрения 
планирования производства, проект – это некоторая партия, которая должна быть обработана некоторым тех-
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нологическим процессом, состоящим из последовательности операций. Таким образом, при оперативном пла-
нировании производства мы имеем дело с несколькими RCPSP (из-за нескольких партий), которые необходимо 
решать одновременно. В то же время RCPSP является вычислительно сложной, так как принадлежит к классу 
NP-сложных задач [15]. 

Для решения данной задачи в статье используются формулировка задачи иерархического планирования 
[16]. При поиске времен начала операций, трудной задачей является даже нахождение допустимого решения 
задачи, поэтому в работе мы используем подход к решению на основе приоритета операций. Таким образом, 
решением задачи будет являться вектор вещественных приоритетов для всех операций всех партий, который 
используются имитационной моделью для создания расписания жадным образом. В начале процесса определя-
ется список доступных операций, то есть все первые операции для всех партий. На каждом шаге из доступных 
операций выбирается та, что имеет высший приоритет и она проставляется в расписание в наиболее раннее до-
ступное время с учетом занятости ресурсов. Затем в список операций добавляются те операции, которые стали 
доступными после выполнения текущей. Процесс продолжается до тех пор, пока список доступных операций 
не останется пустым.  

 
III. ТЕОРИЯ 

Согласно обзору 2019 года [17], наиболее популярными алгоритмами в решении задач планирования яв-
ляются генетический алгоритм, алгоритм роя частиц, алгоритм пчелиной колонии и муравьиный алгоритм. В 
данной работе мы также используем генетический алгоритм (Genetic Algorithm, GA) [18], алгоритм роя частиц 
(Particle Swarm Optimization, PSO) [19], а также алгоритм дифференциальной эволюции (Differential Evolution, 
DE) [20], которые хорошо себя зарекомендовали в решении задач вещественной оптимизации. 

В данной работе мы также используем метод самоконфигурирования [21], который добавляет алгоритму 
гибкости и помогает автоматизировать его настройку под задачу в процессе ее решения. Конечно, можно ис-
пользовать одну из проблемно-ориентированных эвристик или общих правил для планирования работы цеха 
[22], например, правило «первым пришел - первым обслужен», но иногда это дает только быстрое решение, а не 
поиск глобального оптимума, особенно в случаях с динамичными и сложными бизнес-процессами. Такой под-
ход может завести в тупик из-за проблемы масштабируемости и адаптивности к изменяющимся бизнес-
процессам. Метод самоконфигурирования был применен к генетическому алгоритму и алгоритму роя частиц, 
таким образом, в работе рассматриваются самоконфигурируемый GA (Self-configuring GA, ScGA) и самоконфи-
гурируемый PSO (ScPSO). 

Для GA было рассмотрено 8 типов операторов селекции: турнирная селекция (размер турнира равный 2, 
4, 8), пропорциональная по пригодности селекция и ранговая селекция с линейным или экспоненциальным 
ранжированием (экспоненциальный вес равный 0.5, 0.8, 0.9). Использовалось 3 варианта скрещивания – одно-
точечное, двуточечное и равномерное. Также учитывались 5 степеней вероятности мутации (очень низкая, низ-
кая, средняя, высокая и очень высокая). Кроме того, алгоритм был рассмотрен с использованием и без исполь-
зования элитизма. Таким образом, всего было рассмотрено 8 ∙ 5 ∙ 3 ∙ 2 = 240 вариантов настроек генетического 
алгоритма. В самоконфигурируесмой версии выбор параметров происходил из тех же вариантов. Для PSO в 
данной работе рассматриваются следующие варианты когнитивный параметр равный 0.25, 0.5, 0.75, 1, 1.25 и 
1.5, социальный параметр равный 0.25, 0.5, 0.75, 1, 1.25 и 1.5, всего 6 ∙ 6 = 36 вариантов. Аналогично, ScPSO 
осуществлял выбор из тех же вариантов параметров. В случае DE в данной статье рассматриваются следующие 
варианты настройки: коэффициент F = 0.2, 0.5, 0.7, 1 или 1.5, вероятность скрещивания равная 0.3, 0.5, 0.7, 0.9 
или 1. Кроме того, рассматривались 2 схемы DE – с использованием 3х случайных решений для генерации но-
вого и с использованием лучшего найденного решения. Во втором случае параметр 𝜆 был равен 0.2, 0.5, 0.7, 1 
или 1.5. Таким образом, всего было рассмотрено 5 ∙ 5 ∙ (1 + 5) = 150 вариантов настройки DE. 

Еще один метод адаптации, использованный в этой статье, это кооперативная коэволюция (Cooperative 
Coevolution, CC) [23], которая позволяет автоматизировать не только настройку параметров алгоритма, но так-
же и выбор самого алгоритма. CC основана на том, что несколько алгоритмов работают параллельно а течении 
некоторого периода, необходимого для оценки их эффективности. Затем происходит перераспределение вы-
числительных ресурсов, основываясь на результатах, полученных каждым из алгоритмов. Кроме того, в этот 
момент происходит обмен информацией по некоторой схеме, например, лучший алгоритм в этом периоде пере-
дает копию лучшего найденного им решения остальным алгоритмам. В данной статье мы рассматриваем алго-
ритм кооперативной коэволюции ScCC, включающий в себя три алгоритма: ScGA, ScPSO и DE. 



Динамика систем, механизмов и машин. 2021. Том 9, № 4 

 

22 

IV. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТОВ 

Исследование эффективности всех вышеперечисленных алгоритмов проводилось на шести задачах раз-
мерностью от 75 до 365, которые были сгенерированы с использованием псевдослучайных чисел, как описано в 
[16]. Для обеспечения равных условий в данной статье все алгоритмы сравнивались с использованием одинако-
вого количества вычислений целевой функции - 1000000. Выводы были сделаны на основе статистических дан-
ных, полученных путем усреднения результатов 50 независимых прогонов для каждой настройки каждого ал-
горитма. Поскольку критерием оценки решения является продолжительность итогового плана, а размер про-
блемы не позволяет определить истинный глобальный оптимум, эффективность оценивалась путем сравнения 
алгоритмов друг с другом. 

В результатах экспериментов, представленных ниже, каждый алгоритм имеет два результата. Первый 
получен для алгоритма с наилучшими из всех рассмотренных настроек для конкретной задачи, а второй резуль-
тат представляет собой усреднение по всем рассмотренным настройкам этого алгоритма. Например, GA (луч-
ший) – это лучший результат GA из всех результатов для каждой настройки, усредненный по 50 запускам, а GA 
(средний) – это результат, усредненный не только по 50 запускам, но и по всем рассматриваемым настройкам 
алгоритма, в случае GA было рассмотрено 240 вариантов настроек. Кроме того, у разных задач решения сильно 
различаются по абсолютной величине. Поэтому для удобства сравнения для каждой задачи был выбран худший 
результат из всех алгоритмов, а все остальные результаты были разделены на этот худший результат. Такое 
преобразование позволяет оценить эффективность алгоритма по сравнению с другими по шкале от 0 до 1, где 1, 
очевидно, является худшим результатом, а чем ближе значение к 0, тем больше решение алгоритма отличается 
от худшего по задаче. 

На рис. 1 показан результат для всех алгоритмов, дополнительно усредненный по 6 задачам. Результаты 
алгоритмов самонастройки, а именно самонастраивающегося GA (ScGA) и самонастраивающегося PSO 
(ScPSO), выделены отдельно синим цветом. Результат коэволюционного (ScCC) алгоритма выделен зеленым. 

 

 
 

Рис. 1. Результаты работы алгоритмов, усредненные по 6 задачам  
 

V. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 

Приведенные выше результаты показывают, что метод самоконфигурирования является эффективной 
модификацией алгоритмов, потому что, хотя он уступает алгоритму с лучшими настройками, он превосходит 
или по крайней мере не уступает варианту, усредненному по всем настройкам. Поскольку бионические алго-
ритмы довольно нестабильны, их применение на практике осложняется необходимостью выбора правильных 
настроек для каждой конкретной задачи, что значительно увеличивает необходимые вычислительные ресурсы, 
которые и так крайне ограничены при оперативном планировании производства. То есть использование само-
конфигурируемых алгоритмов гарантирует результат не хуже среднего без необходимости тратить ресурсы на 
выбор параметров, а это значит, что эти ресурсы можно использовать для обеспечения большего количества 
вычислений целевой функции алгоритму, что приведет к гораздо лучшему результату. Более того, для решения 
сложных проблем использование разных настроек на разных этапах процесса поиска может быть хорошей 
стратегией. 
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В то же время коэволюционный алгоритм также показывает конкурентный результат и позволяет поль-
зователю не принимать решения о том, какой алгоритм следует использовать для конкретной задачи. Его эф-
фективность сопоставима с алгоритмами, лучшими на конкретной задаче, что позволяет судить об эффективно-
сти использования коэволюции. 

 
VI. ВЫВОДЫ И ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В статье были рассмотрены и исследованы некоторые бионические алгоритмы вещественной оптимиза-
ции, такие как генетический алгоритм, алгоритм частиц роя и дифференциальная эволюция. Также были пред-
ставлены самоконфигурируемые версии GA и PSO, а также коэволюционный алгоритм, использующий само-
конфигурируемые бионические алгоритмы с возможностью миграции решения и без нее. Метод самонастройки 
показывает конкурентные результаты не хуже среднего по всем настройкам каждого алгоритма, позволяя не 
тратить ресурсы на выбор настроек алгоритма для текущей задачи. Коэволюционный алгоритм также показы-
вает высокую эффективность, сравнимую с лучшим алгоритмом для задачи, и в то же время устраняет необхо-
димость тратить ресурсы на выбор лучшего алгоритма для текущей задачи. 

Этот результат также показывает, что необходимо двигаться дальше в развитии адаптивных методов, ко-
торые позволяют настраивать способ решения проблемы непосредственно при ее решении, упрощая примене-
ние интеллектуальных технологий на практике. Эта функция особенно важна при решении задач составления 
расписания в контексте оперативного планирования производства, когда необходимо очень быстро найти ре-
шение на основе текущего состояния производственного процесса. 
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Аннотация. Закрутка потока теплоносителя в системах отопления является привлекательным 

способом интенсификации теплообмена. В работе рассматривается процесс пассивной закрутки потока в 
отопительных трубах за счет применения соединительных патрубков специальной конфигурации. Чис-
ленное моделирование выполнено на основе модели вязкой несжимаемой жидкости, представленной си-
стемой уравнений Навье-Стокса, дополненной уравнением переноса температуры. Численные экспери-
менты проведены в пакете прикладных программ OpenFOAM, который базируется на методе конечных 
объемов. 
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I. ВВЕДЕНИЕ 

Теплообменные аппараты широко применяются во многих областях промышленности: энергетической, 
химической, нефтеперерабатывающей, пищевой и ряде других. Несмотря на различные конструктивные осо-
бенности, их объединяет проблема интенсификации теплообменных процессов, заключающаяся в том, что у 
стенок теплообменных труб возникает ламинарный пограничный слой, обладающий большим термическим 
сопротивлением и негативно сказывающимся на коэффициенте теплопередачи.  

Среди многообразия способов интенсификации теплообмена закрутка потока теплоносителя является 
одним из наиболее простых и распространенных способов, применяемых в теплообменных аппаратах [1–5]. 
Существуют различные методы придания вращательного движения теплоносителю: использование спиральных 
ленточных, шнековых вставок внутри трубы, а также применение труб с поперечно кольцевой накаткой, с 
внутренним спиральным оребрением, с полусферическими выступами и др. Всем им присущи определенные 
недостатки, связанные с усложнением конструкции и технологией изготовления. Основное назначение данных 
дополнительных конструкций – перемешивание пристенных слоев потока теплоносителя для интенсификации 
теплопередачи, но при этом следует учитывать рост гидравлического сопротивления. Перед исследователями 
стоит задача предложить такие интенсификаторы, которые позволят значительно увеличить тепловые потоки 
при незначительном росте гидравлического сопротивления. 

В данной работе рассматривается процесс интенсификации теплообмена в трубах водогрейных котлов, 
применяемых для отопления малоэтажных строений. Авторы патента [6], занимающиеся проектированием во-
догрейных котлов для малоэтажных строений и мелкосерийным производством, предложили особую конструк-
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цию водогрейного котла, состоящего из секций труб. Для закрутки потока они предлагают использовать специ-
альный щелевой соединительный патрубок между соседними трубами, позволяющий создать вращательное 
движение теплоносителя. Обычно в системах отопления малоэтажных домов в качестве теплоносителя исполь-
зуют воду, которая требует специальной подготовки [7]. При игнорировании данного подготовительного про-
цесса образуется накипь, которая негативно сказывается на процессе теплообмена и, в случае отсутствия меро-
приятий по очистке, приводит к выходу из строя котла отопления уже через 2–3 отопительных сезона. Накип-
ные отложения усложняют эксплуатацию котлоагрегата и приводят к негативным последствиям: уменьшается 
проходное сечение теплообменных трубок; возникает перегрев поверхности нагрева; увеличивается расход 
топлива; снижается КПД; уменьшается срок службы системы; возрастает число внеплановых ремонтов, а как 
следствие – затраты на ремонт и обслуживание. Авторы [6] утверждают, что использование предложенной кон-
струкции закрутки потока в котлах отопления позволяет исключить этап водоподготовки без опасений выхода 
из строя котла из-за образования накипи. Предложенная конструкция соединений труб проста, обеспечивает 
необходимую закрутку потока теплоносителя, не требует водоподготовки, что обеспечивает снижение себесто-
имости производства такого типа котлов, рентабельность, экономичность и долговечность эксплуатации. 

Проведение исследований по выбору оптимальных параметров котла отопления на экспериментальном 
стенде является нецелесообразным по причине высокой стоимости создания экспериментального образца и 
большого времени его изготовления, а также множеством варьируемых параметров. Этими факторами объясня-
ется интерес проведения математического моделирования исследуемого процесса интенсификации теплообме-
на с закруткой потока в трубках предлагаемого котла отопления. 

Целью данной работы является проведение исследования по влиянию закрутки потока теплоносителя на 
процесс интенсификации теплообмена. Численное моделирование выполнено на основе модели вязкой несжи-
маемой жидкости, представленной системой уравнений Навье-Стокса, дополненной уравнением переноса тем-
пературы. В качестве инструментария для проведения вычислений применялся пакет прикладных программ 
OpenFOAM [8]. Подробное описание методов решения задач динамики жидкости, реализованных в данном па-
кете, приведено в [9]. 

Дальнейшая работа предполагает создание цифрового двойника экспериментальной установки для про-
ведения исследований по выбору оптимальных параметров котла отопления. 

 
II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Оценка влияния закрутки потока теплоносителя на процесс теплопередачи проведена на основе исследо-
вания течения в цилиндрической трубе радиуса 0.016 mR = и длиной 0.2 mL = , обычно используемых в ото-
пительных котлах бытового назначения.  

В реальных течениях плотность и вязкость зависят от температуры, однако в данной работе ограничимся 
математической моделью течения вязкой несжимаемой жидкости в предположении, что жидкость однородная, 
с постоянной плотностью и вязкостью. В этом случае течение теплоносителя описывается системой уравнений 
Навье-Стокса, записанной в терминах ”скорость-давление”: 

 

( ) 1  ,

 0,

v v v p v
t

div v

υ
ρ

∂
+ ⋅∇ = − ∇ + ∆

∂
=



  



     (1) 

 
где v  - вектор скорости, ρ  - плотность жидкости, p  - давление, υ  - кинематическая вязкость жидкости.  

К системе уравнений (1) добавим уравнение переноса температуры T : 
 

.T v T k T
t

∂
+ ⋅∇ = ∆

∂
       (2) 

 
Уравнения (1)-(2) являются нестационарными и требуют задания помимо граничных еще и начальных 

условий. Начальная скорость во всех расчетах принималась равной нулю 0 0tv = =


, начальная температура – 

0 296tT K= = . 
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Для проведенных модельных расчетов были взяты кинематическая вязкость 6 210 m / s−υ =  , плотность 
31000 kg mρ =  , коэффициент температуропроводности 6 210 m /k s−=  . 

 

а  б  
 

Рис. 1. Схема расчетной области:  
а – для цилиндрической трубы, б – для трубы с патрубками 

 
Для проверки влияния закрутки потока на процесс интенсификации теплообмена проведена серия расче-

тов для цилиндрической трубы с участками втекания и вытекания жидкости с ее торцов. Геометрия течения с 
обозначением границ приведена на рис. 1а. Варьируется продольная и угловая скорости течения жидкости, за-
даваемые на входе в трубу (in). Продольная скорость задавалась от 0.1m / s  до 1m / s с шагом 10 сантиметров. 
Угловая скорость варьировалась от 0 об / s (течение без закрутки) до об / s5  с шагом 1 оборот в секунду. Для 

давления ставилось следующее граничное условие: 0
in

p
n

∂
=

∂
, где n  – вектор внешней нормали к границе рас-

четной области. Температура на данной границе задавалась 296inT K= . 
На участке вытекания жидкости (out) задавались следующие граничные условия: 
 

0
out

v
n

∂
=

∂
, 0outp = , 0

out

T
n

∂
=

∂
.      

 
На границе цилиндрической трубы (fixed), представляющей собой твердую стенку, задавались условия 

прилипания: 
 

0fixedv = , 0
fixed

p
n

∂
=

∂
.       

 
Данная граница является границей нагрева, на которой требуется задать условие на температуру. Были 

рассмотрены два вида граничных условий: условие Дирихле – явное, с указанием температуры 373fixedT K=  

(температура кипения воды), а также условие 3-го рода, связывающее производную от температуры по нормали 
с разницей температур внешней среды CT  (известное значение для большинства используемых топлив) и тем-

пературы на границе ( )fixedT t : ( )C fixed
T T T t
n

α
λ

∂   = −   ∂ 
, где 2, Вт

м K
α  

 ⋅ 
 – коэффициент теплоотдачи (теплопере-

дачи), численно равен количеству тепла, отдаваемого (или получаемого) единицей площади поверхности тела в 
единицу времени при разности температур между поверхностью тела и окружающей средой в 1К; 

[ ], Вт / ( )м Кλ ⋅  – коэффициент теплопроводности, известная величина для большинства используемых матери-

алов (чугун, сталь, биметалл) [10]. Коэффициент теплоотдачи можно определить по следующей формуле: 

1 2

1
1 1d

α

α λ α

=
+ +

, где 1α  – коэффициент теплоотдачи от первой среды к стенке, 2α  - коэффициент теплоотдачи 
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от стенки ко второй среде, d – толщина стенки, λ  – коэффициент теплопроводности стенки. В работе взят ко-

эффициент теплоотдачи 2100 Вт
м K

α =
⋅

, температура внешней среды 750CT K= , что в итоге приводит к следу-

ющему граничному условию: 
 

[ ]100 750
fixed

T T
n

∂
= −

∂
.      (3) 

 
В дальнейшей работе для сопоставления результатов численного и лабораторного экспериментов необ-

ходимо будет вычислять коэффициенты данного граничного условия, исходя из параметров экспериментально-
го стенда. 

Следующая серия расчетов проведена для цилиндрической трубы с патрубками (схема расчетной обла-
сти приведена на рис. 1б), обеспечивающими естественную закрутку потока теплоносителя: жидкость поступа-
ет с заданной скоростью через отверстие (in) прямоугольного сечения входного патрубка. Крепление патрубка с 
цилиндрической трубой выполнено по касательной таким образом, что поступающий поток совершает есте-
ственно вынужденные вращательные движения, двигаясь вдоль основной трубы. Эта особенность конструкции 
водогрейного котла предложена авторами патента [6]. 

Граничные условия задавались аналогично первой серии расчетов, за исключением скорости на участке 
втекания жидкости через патрубок – она задавалась так, чтобы расход жидкости был аналогичен первой серии 

расчетов. Размеры прямоугольного сечения входного отверстия патрубка составляли 2
2
R R× , тем самым для 

одинакового расхода по сравнению с первой серией расчетов требовалось задание входной скорости в π  раз 
больше. 

 
III. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 

Расчеты выполнены с использованием пакета прикладных программ OpenFOAM, представляющий собой 
открытую интегрируемую платформу, предназначенную, в первую очередь, для численного моделирования 
задач механики сплошной среды [8]. Для решения поставленной задачи создан собственный решатель на осно-
ве имеющегося в OpenFOAM решателя icoFoam, предназначенного для численного решения нестационарных 
задач динамики вязкой несжимаемой жидкости, описываемых системой уравнений Навье-Стокса. Модифика-
ция штатного решателя заключалась в добавлении в итерационную схему решения уравнения переноса темпе-
ратуры, а также вычисления необходимых для анализа исследуемого процесса характеристик. Расчетная сетка 
была подготовлена в SALOME [11] и для исследуемых геометрий течений была представлена от 50 до 100 тыс. 
конечных объемов, что позволяет проведение расчетов на обычном персональном компьютере без необходимо-
сти использования суперкомпьютерных кластерных систем. 

Обе серии расчетов демонстрировали быстрое установление процесса – течение выходило на стационар-
ный режим уже к 20 секунде моделируемого явления. 

Основной замеряемой характеристикой был поток тепла , ДжQ
с

 
  

, вычисляемый как произведение 

площади выходного отверстия на проекцию вектора скорости на нормаль и на разницу между текущей темпе-
ратурой и первоначальной: ( )0nQ Sv T T= − . 

На рис. 2а приведены графики зависимости потока тепла от продольной скорости теплоносителя для ци-
линдрической трубы с участками втекания и вытекания жидкости с ее торцов с заданной температурой на гра-
нице нагрева 373fixedT K= . Кривая 1 соответствует течению без закрутки потока (угловая скорость 0 об / s ), 

кривая 2 – угловая скорость равна 1об / s , 3 - 2 об / s , 4 - об / s3 , 5 - 4 об / s , 6 - 5 об / s . Кривые демонстриру-
ют рост потока тепла с увеличением продольной скорости течения теплоносителя в трубе. При этом наличие 
закрутки течения даже в 1об / s  обеспечивает рост до 40% потока тепла по сравнению с течением без закрутки. 
Дальнейшее увеличение количества оборотов закрутки течения также демонстрирует рост потока тепла, но уже 
не так существенно. 
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На рис. 2б приведены графики зависимости потока тепла от продольной скорости теплоносителя для ци-
линдрической трубы с аналогичными рисунку 3 параметрами за исключением способа задания граничного 
условия для температуры на стенке нагрева – задано условие 3-го рода (3). Следует отметить довольно инте-
ресный факт наличия максимума потока тепла в зависимости от продольной скорости для каждой из кривой 1–
6. Это означает существование оптимальной скорости течения для каждой заданной угловой скорости враще-
ния входящего потока теплоносителя. В инженерных справочниках также приводятся оптимальные скорости 
течений теплоносителя в трубах отопления в зависимости от их диаметра. Например, для труб диаметром 0,032 
метра оптимальной считают скорость течения в диапазоне от 0,3 м до 0,7. В случае скорости движения тепло-
носителя ниже указанного диапазона будет наблюдаться его перегрев и образование пузырьков, ведущих к за-
воздушиванию системы отопления. Выше указанного диапазона – турбулизация течения с возникновением шу-
мов в работе системы отопления. Несмотря на формальный подход к заданию условия (3), в работе получены 
аналогичные выводы. 

 

а б  
Рис. 2. Поток тепла в случае задания граничного условия:  

а – Дирихле для температуры на стенке трубы, б – 3-го рода 
 
На рис. 3 приведены картины установившихся течений для заданной угловой скорости входящего потока 

5 об / s  и различных значений продольной скорости течения: а – соответствует скорости 0,1м / s , б - 0,5 м / s , с 
- 1м / s . Визуализация течения выполнена построением линий тока. С увеличением продольной скорости тече-
ния количество сформировавшихся витков внутри трубы уменьшается. Этим фактом можно объяснить замед-
ление роста потока тепла, которое демонстрируют кривые 2–6 на рис. 2а и уменьшение потока тепла на рис. 2б. 

 

а  

б  

с  
 

Рис. 3. Картины течений для заданной угловой скорости входящего потока 5 об / s : a – соответствует скорости 
0,1м / s , b - 0,5 м / s , с - 1м / s  а – для цилиндрической трубы, б – для трубы с патрубками 
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На рис. 4 приведены картины установившихся течений для второй серии проведенных расчетов в случае 
цилиндрической трубы с патрубками, обеспечивающими естественную закрутку потока теплоносителя: а – ско-
рость входящего потока 0,1 м / sπ⋅   , что соответствует усредненной скорости в основной трубе 0,1м / s  для 
последующего сравнения с результатами первой серии расчетов, б - 0,5 м / sπ⋅  , с - 1м / sπ⋅  . Следует отметить 
существенно важный факт: картины течений показывают, что количество витков потока внутри основной тру-
бы не зависит от скорости входящего потока и определяется геометрией входного парубка. Для заданной гео-

метрии сечения входного отверстия патрубка 2
2
R R×  и длины трубы 0.2 mL =  количество наблюдаемых вит-

ков равно двум для любой скорости течения теплоносителя.  
 

а  

б  

с  
 

Рис. 4. Картины течений для трубы с патрубками:  
a – скорость входящего потока 0,1 м / sπ⋅   , b - 0,5 м / sπ⋅  , с - 1м / sπ⋅   
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На рис. 2а штрихпунктирная кривая 7 показывает зависимость потока тепла от продольной скорости теп-
лоносителя для цилиндрической трубы с патрубками и заданной температурой на границе нагрева 

373fixedT K= . График зависимости демонстрируют рост при увеличении скорости теплоносителя до 0,2 м / s  и 

дальнейший выход потока тепла на предельное значение практически без изменений с последующим увеличе-
нием скорости теплоносителя. 

На рис. 2б штрихпунктирная кривая 7 соответствует заданию граничного условия для температуры на 
стенке нагрева 3-го рода (3). В этом случае отмечается незначительный рост потока тепла при увеличении ско-
рости теплоносителя от 0,1м / s  до 0,2 м / s , а затем устойчивое понижение вплоть до максимально рассмат-
риваемой скорости теплоносителя. 

 
IV. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Анализ закрутки течения теплоносителя при использовании патрубков показал, что интенсивность за-
крутки, а в следствие интенсивность теплообмена, определяется геометрией входного патрубка и не меняется с 
увеличением скорости течения теплоносителя.  

Использование на границе нагрева условия 3-го рода, связывающее производную от температуры по 
нормали с разницей температур внешней среды и температуры на границе, реалистичнее описывает исследуе-
мое явление. При этом, поток тепла в зависимости от продольной скорости течения теплоносителя для каждой 
из рассмотренных угловых скоростей имеет максимум, лежащий в рекомендованном диапазоне скоростей теп-
лоносителей при инженерных расчетах. 

Модель вязкой несжимаемой жидкости, представленная системой уравнений Навье-Стокса, дополненной 
уравнением переноса температуры, показала применимость для исследования процесса интенсификации тепло-
обмена на основе закрутки потока в трубах котлов отопления. 
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Аннотация. Цель работы состоит в описании субъективных моделей экстремизма, разработанных 

авторами с применением когнитивного и имитационного моделирования. Построение когнитивных мо-
делей по диагностики экстремистской направленности личности осуществлено на основе авторских НКТ 
и КВ методик. НКТ методика (нонкоммуникативность) измеряет психологический риск экстремизма – 
направленность субъекта на диалог и его личностную стратегию по достижению целей. КВ методика 
(комплекс воина) выявляет культурно-обусловленную агрессию и степень ее реализованности. С ис-
пользованием компонентов методик построены две когнитивные модели «состояния» субъекта с экстре-
мистской идеологией и нейтральной позицией в отношении экстремизма. Проведен симплициальный 
анализ их когнитивных структур и вычислительные эксперименты по наблюдению тенденций развития 
«состояний» субъектов на нескольких шагах вычислительных процедур с применением авторского про-
граммного средства. Выявлены неявные связи между факторами «возможность убивать» и «социальная 
защита». Определены условия уменьшения развития экстремизма у субъекта. Результаты исследования 
позволили сформулировать выводы о потенциальной управляемости исследуемого социального явления 
и необходимости усиления комплекса профилактических мероприятий по борьбе с ним. 
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I. ВВЕДЕНИЕ 

Экстремизм является сложным феноменом, обусловленным социально-экономическими, политическими, 
психологическими и социокультурными факторами. Духовный мир молодежи находится в состоянии становле-
ния, поэтому эта возрастная группа наиболее повержена экстремистскому влиянию [1, 2, 3].  

Основные направления исследований экстремизма в мировой науке отражены в следующих работах. 
Wong K., Walton G., Bailey G. формировали концептуальные модели экстремизма на основе информационного 
поведения молодежи [4]. Исследователь Frischlich L. изучал результаты экстремистской online-пропаганды с 
применением кластерного анализа [5]. Vukcevic Markovic M., Nicovic A., Zivanovic M. отслеживали взаимодей-
ствие контекстуальных и психологических факторов в прогнозировании различных аспектов склонности стар-
шеклассников к радикализации и насильственному экстремизму [6]. Adam-Troian J., Tecmen A., Kaya 
A.рассматривали фактор глобализации, который может стать фактором риска молодежного экстремизма в дол-
госрочной перспективе [7] и т.д.  

На кафедре психологии труда ОмГТУ разработаны две авторские методики: НКТ и КВ, с помощью кото-
рых выявляются состояния субъектов с агрессивным личностным настроем, являющимся одним из проявлений 
экстремизма. КВ методика («Комплекс воина») измеряет выраженность такого психологического риска экстре-
мизма как культурно-обусловленная агрессия и степень ее реализованности. НКТ методика («Нонкоммуника-
тивность») измеряет другой психологический риск экстремизма – направленность субъекта на диалог, как сред-
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ство решения проблем, его личностную стратегию поддержания или разрыва социальной коммуникации для 
достижения своих целей [8].  

Для изучения экстремистской направленности личности нами использовано когнитивное и имитацион-
ное моделирование.  

 
II. ПОСТРОЕНИЕ КОГНИТИВНЫХ МОДЕЛЕЙ 

Задача исследования состоит в том, чтобы с помощью вычислительных экспериментов, проведенных на 
базе авторских когнитивных моделей, наблюдать тенденции изменения «состояния» субъекта в лабораторных 
условиях, для выявления комплекса условий, способствующих позитивным изменениям на объекте исследова-
ния. Когнитивная модель исследуемого явления представлялась орграфом G=(G, E)=({Gi, Gj}, {wij}), где Gi , Gj – 
вершины, wij – веса дуг, i, j=1,𝑛𝑛. Вершинами орграфа являются факторы, относящиеся к компонентами разра-
ботанных КВ и НКТ методик. Причинно-следственные отношения между ними определялись весами дуг в виде 
экспертных оценок. 

1. Когнитивная модель «состояние» субъекта с экстремистской идеологией 
Для формирования соответствующей когнитивной модели использованы компоненты КВ методики, обо-

значенные как «возможность применения силы», «возможность использования оружия» и т.д. В противовес 
компонентам по выявлению экстремистских наклонностей введены компоненты, соответствующие профилак-
тическим мероприятиям: «медицинская помощь», «социальная защита» и др. На рис. 1 представлена когнитив-
ная модель в виде орграфа, вершинами которого являются указанные факторы, относящиеся к управляющим 
факторам. «Состояние» субъекта – целевой фактор. Причинно-следственные отношения между факторами 
представлены в виде экспертных правил. «Чем больше «возможность причинить боль», тем лучше «состояние» 
субъекта». «Чем больше «возможность убивать», тем лучше «состояние» субъекта». «Чем хуже «состояние» 
субъекта, тем больше потенциальная потребность в «социальной защите» и т.д.  

 

 
 

Рис. 1. Когнитивная модель «состояние» субъекта с экстремистской идеологией 
 
Симплициальный анализ когнитивной модели проведен для выявления неявных связей между факторами 

[10]. В нашем примере комплекс KX(Y, R) имел пятнадцать симплексов с разной связностью. Анализ начинался 
с наибольшей связности и заканчивался связностью, равной нулю. Столбец с наибольшим числом элементов – 
это первый столбец, содержащий тринадцать единиц. Наибольшая связность комплекса q=12. На этом уровне 



Динамика систем, механизмов и машин. 2021. Том 9, № 4 

 

34 

связности имелся один симплекс {x1}. Последовательно понижая уровень связности на единицу, включая уро-
вень q=3, получали один и тот же симплекс {x1}. На уровне связности q=2 имелось два симплекса, для которых 
соблюдалось условие объединения, поэтому они составили один компонент.  

Результаты вычислительной процедуры для комплекса KX(Y, R): 
q=12 Q5=1 {x1} 
… 
q=2 Q2=1 { x1 x6}  
q=1 Q2=5 { x1 x6 x7 x8 x9} { x11 x12} { x4 x10} { x11} { x12} 
q=0 Q0=1 {все} 
Вид структурного вектора QХ={1…151} показал, что комплекс KX(Y, R) сильно связан для больших и ма-

лого значений q, а для промежуточных значений распадается на несвязные компоненты. На уровне связности 
q=2 появился связный компонент {x1 x6}, который показал неявную связь между факторами x1 – «состояние» 
субъекта и компонентом КВ методики, фактором x6 – «возможность телесных повреждений».  

Результаты вычислительной процедуры для комплекса KY(X, R): 
q=6 Q5=1 {x15} 
q=5 Q5=1 {x15} 
q=4 Q4=1 {x15} 
q=3 Q3=3 {x15}{x1}{x13}  
q=2 Q2=6 {x15}{x1}{x13}{x5}{x6}{x14} 
q=1 Q1=7 {x15}{x1}{x13}{x5}{x6}{x14 x7}{x4} 
q=0 Q0=1 {все} 
Вид структурного вектора QY={1113671} показал, что комплекс KY(X, R) сильно связан для больших и 

малого значений q, а для промежуточных значений распадается на несвязные компоненты. На уровне связности 
q=1 появился связный компонент {x14 x7}, который иллюстрировал неявную связь между фактором x14 – «соци-
альная защита» и компонентом КВ методики, фактором x7 – «возможность убивать». Вершина орграфа V15 
(фактор «участие правоохранительных органов»), которой соответствовал симплекс наибольшей размерности, 
может быть выбрана в качестве управляющей для всей когнитивной структуры исследуемого явления. 

Результаты имитационного эксперимента. Серия вычислительных экспериментов проведена с исполь-
зованием авторского программного средства, реализованного с применением численных методов и кроссплат-
форменной технологии [11]. На рис. 3 (слева) приведены результаты имитационного эксперимента на несколь-
ких шагах вычислительной процедуры при условии имитации небольшого воздействия факторов экстремизма 
на субъект и полного отсутствия профилактических воздействий. Из графиков рис. 3 видна негативная тенден-
ция, соответствующая ухудшению «состояния» субъекта. 

Следующий вычислительный эксперимент проведен при условии имитации небольшого усиления воз-
действий экстремистских факторов и улучшения всех профилактических воздействий (рис. 3, справа). Из этих 
графиков видна позитивная тенденция, соответствующая улучшению «состояния» субъекта. Целевой фактор 
обозначен пунктирной линией. 
 

   
 

Рис. 3. Результаты имитационных экспериментов (для факторов КВ методики) 
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Таким образом, комплекс профилактических мероприятий оказывает позитивное воздействие на целевой 
фактор. 

Обсуждение 1. Обратимся к содержанию подкачеств комплекса воина, влияние которых на состояние 
субъекта было выявлено с помощью симплициального анализа когнитивной модели. Это «возможность причи-
нять телесные повреждения» и «возможность убивать».  

Первый параметр обращен на безусловную ценность – тело человека и его телесность. Он включает в се-
бя как формирование определенной телесности, которая является ключевым идентификационным признаком 
субъекта, так и ее разрушение в результате актов агрессии. По отношению к субъекту тело и телесность нужно 
рассматривать как интегральную, базовую характеристику, отвечающую за целостность субъекта. Именно этим 
объясняется выявленная связь фактора «возможность причинять телесные повреждения» с фактором «состоя-
ние субъекта». 

Второй параметр комплекса воина – «возможность убивать» – имеет в своей основе высокую степень 
риска и высокую социальную ответственность, а также предполагает значительную роль таких социальных ин-
ститутов, как референтная группа, государство, право, армия, обычай, традиция, религия. Эта сущностная ха-
рактеристика проявилась в полученной связи между факторами «возможность убивать» и «социальная защита». 

2. Когнитивная модель «состояние» субъекта с нейтральной позицией в отношении экстремизма 
Вершинами рассматриваемой модели являются факторы, влияющие на «состояние» субъект, которые 

представляются компонентами НКТ методики, в том числе их личностную стратегию поддержания или разрыва 
социальной коммуникации для достижения своих целей, которые относятся к управляющим факторам. Целевой 
фактор – «состояние» субъекта (рис. 2). Причинно-следственные отношения между факторами формулируются 
в виде экспертных правил: «если уровень тревожности высокий (НКТ 4), то состояние субъекта ухудшается», 
«если социальный диалог затруднен (НКТ 2), то состояние субъекта ухудшается» и т.д. 

Симплициальный анализ когнитивной модели проводился с использованием матрицы инцидентности, со-
держащей 19 симплексов с разной связностью. Наибольшее число элементов 18 единиц содержится в 19 столб-
це, поэтому максимальный уровень связности q=17. Далее последовательно понижался уровень связности на 
единицу, выявлялись соответствующие симплексы, и проверялось условие их объединения. 

 

 
Рис. 2. Фрагмент когнитивной модели 

 
Результаты вычислений для комплекса KX(Y, R): 
q=17 Q17=1 {x19} 
… 
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q=8 Q8=1 { x19 x8}  
q=7 Q7=1 { x19 x18 x13}  
… 
q=3 Q3=1 { x19 x18 x13 x17}  
q=2 Q2=1 {все} 
q=1 Q1=1 {все} 
q=0 Q0=1 {все} 
Результаты вычислений показали, что комплекс сильно связан для всех уровней. Структурный вектор 

имеет вид: QХ={1…1}. На уровне связности q=8 появился первый связный компонент {x19 x8}, который иллю-
стрировал неявную связь между факторами x19 – «состояние» субъекта и компонентом НКТ методики, факто-
ром x8 – «гиперзависимость».. 

Результаты вычислений для комплекса KY(X, R): 
q=9 Q9=1 {x18} 
q=8 Q8=2 { x18} {x13}  
… 
q=4 Q4=3 {x18} {x13}{x17}  
q=3 Q3=10 { x18} {x13}{x17} { x2} {x3}{ x4 x5}{ x6} {x8}{x10 x1} 
q=2 Q2=10 { x18 x16} {x13}{x17} { x2} {x3}{ x4 x5}{ x6} {x7}{x8 x15}{x10 x1 x12} 
q=1 Q1=11 { x18 x16} {x13}{x17} { x2} {x3}{ x4 x5}{ x6} {x7}{x54}{x8 x15}{x10 x1 x12 x11 } 
q=0 Q0=1 {все} 
Вид структурного вектора QY={12…3 10 10 11 1} показал, что комплекс сильно связан для большого и 

малых значений q, а для промежуточных распадается на несвязные компоненты. На уровне связности q=3 по-
явились связные компоненты {x10 x1} и { x4 x5} которые показали неявную связь между компонентами НКТ ме-
тодики, факторами x10 – «сильная выраженность персональной сферы» и x1 – «стертая идентичность», x4 – «вы-
сокий уровень тревожности» и x5 – «высокий уровень агрессии».  

Результаты имитационного эксперимента. Первый результат (рис. 4, слева) получен при условии 
уменьшения факторов «уровень тревожности», «гиперзависимость», «уход в трансцендентное», «избегание 
ответственности» (НКТ 4, 8, 9, 16). 

 

  
 

Рис. 4. Результаты имитационных экспериментов (для факторов НКТ методики) 
 

Из рис. 4 (слева) видна тенденция ухудшения целевого фактора «состояние» субъекта. Следующий ре-
зультат (рис. 4, справа) получен при прежнем условии плюс имитация уменьшения «уровня агрессии», «соци-
ального интереса» и «персональной сферы» (НКТ 5, 7, 10). В этом случае наблюдается тенденция стабилизации 
значений целевого фактора «состояние» субъекта на некотором уровне. 

Обсуждение 2. Содержание параметра «гиперзависимость» предполагает, что субъект готов наносить 
вред себе и другим за моральные, религиозные, философские принципы, которые он воспринимает как «свя-
щенные», не желая, при этом в них глубоко разбираться и демонстрируя готовность принуждать других к при-
нятию этих принципов. Данное психологическое качество лежит в основе догматизма и фанатизма, которые 
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представляют собой крайние стадии его развития и, в свою очередь, являются основой экстремистских дей-
ствий. Изменение этого фактора существенно влияет на общее состояние субъекта, что и демонстрируют ре-
зультаты симплициального анализа. 

Сущность «персональной сферы» состоит в том, что субъект отличается повышенной конфликтностью, у 
него отсутствует чувство меры, он не может объяснить мотивы своего поведения и дать развернутое определе-
ние своего «я». Именно поэтому данный параметр связан со «стертой идентичностью», при которой у субъекта 
возникают значительные затруднения с самоопределением и принадлежностью к какой-либо референтной 
группе. Совокупность данных параметров сопровождается соответственно «высоким уровнем тревожности» и 
«высоким уровнем агрессии». Следует подчеркнуть, что именно эта взаимосвязь также подтверждается данны-
ми симплициального анализа.  

Обратим внимание на то, что комплекс факторов НКТ отличается высокой связностью, что как раз 
должно быть характерно для базового психологического риска формирования экстремистской направленности 
личности, начало которого относится к ранним стадиям онтогенеза и осложняется объемной социально-
пространственной организованностью взаимодействующих компонентов. Нонкоммуникативность, лежащая в 
основе стратегии разрыва социального диалога, захватывает широкий спектр негативных предикторов, как на 
уровне личностных структур, так и на уровне межличностных отношений, отражает специфику дефектов вклю-
ченности личности в социально-групповое, институциональное и культурно-деятельностное пространство в 
ходе социализации на этапах детства, подростничества и ранней юности. Именно поэтому, как показывают ре-
зультаты вычислительного эксперимента, позитивная динамика в состоянии субъекта достигается только при 
условии последовательного уменьшения негативного воздействия максимально возможного количества факто-
ров, что в социальной практике может быть реализовано только в ходе интенсивных, комплексных, системных 
и хорошо структурированных профилактических мероприятий.  

 
III. ВЫВОДЫ И ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Результаты проведенного эксперимента, а также исследования в целом позволяют сделать следующие 
выводы. Первый вывод – о потенциальной управляемости процессов. Из полученных данных становится оче-
видным, что предотвращение такого негативного социального явления как экстремизм, его опасных предикто-
ров и проявлений, их вредоносного воздействия является потенциально управляемым процессом, то есть таким 
процессом, на который общество может оказывать управляющее и профилактическое влияние в направлении 
улучшения социальной ситуации. Это демонстрируют фактор «участия правоохранительных органов» и улуч-
шение состояния субъекта при условии усиления комплекса профилактических мероприятий.  

Второй вывод – о направленности профилактических мероприятий. Разработка комплекса профилакти-
ческих мероприятий в отношении экстремизма, несомненно, должна учитывать такой психологической фактор 
его формирования как экстремистская направленность личности. Она предполагает наличие ряда субъективных 
особенностей, которые складываются в обобщенный генерализованный мотив поведения и включают в себя 
ориентацию на разрыв социальной коммуникации, односторонний отказ от диалога, а также нереализованную 
культурно-обусловленную агрессию. Оба представленных качества измеряются методиками НКТ («Нонкомму-
никативность») и КВ («Комплекс воина») соответственно. Таким образом, система профилактических меропри-
ятий, направленных на снижение рисков экстремизма будет эффективна при акцентах на развитие коммуника-
тивных, диалоговых процессов и их личностных предпосылок, а также на создание условий для конструктив-
ной и социально-приемлемой реализации культурно-обусловленной агрессии. 

Заключительный, вывод – о связи когнитивной модели и реальности. Выявленные с помощью симплици-
ального анализа когнитивной модели взаимосвязи факторов отражают внутренние сущностные признаки и за-
кономерности состояния субъекта, вовлеченного в экстремистскую деятельность, что позволяет говорить о ва-
лидности самой модели и используемых методик. 

 
ИСТОЧНИК ФИНАНСИРОВАНИЯ. БЛАГОДАРНОСТИ 

Работа выполнена при финансовой поддержке программы фундаментальных научных исследований СО 
РАН № I.5.1., проект № 0314-2019-0020. 

 



Динамика систем, механизмов и машин. 2021. Том 9, № 4 

 

38 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 

1. Сингач А. Н. Модель профилактики молодежного экстремизма технологиями социально-культурной 
деятельности // Ученые записки (Алтайская государственная академия культуры и искусств). 2018. № 1 (15).  
С. 43–47. 

2. Крюкова Т. Б., Лисова С. Ю. Педагогическая модель формирования готовности студентов к противо-
действию экстремизму // Наука и школа. 2018. № 2. С. 52–61. 

3. Корнилова О. А. Модель концепции группового экстремизма и механизм его формирования // Мир 
науки, культуры, образования. 2011. № 5 (30). С. 72–76. 

4. Wong K., Walton G., Bailey G. Using information science to enhance educational preventing violent extrem-
ism programs // New Media and Society. 2021. Vol. 23, Is. 3. P. 554–577. 

5. Frischlich L. Dark inspiration: Eudaimonic entertainment in extremist Instagram posts // Frontiers in Psychol-
ogy. 2021. Vol. 12. Р. 622571. 

6. Vukcevic Markovic M., Nicovic A., Zivanovic M. Political Psychology Contextual and Psychological Predic-
tors of Militant Extremist Mindset in Youth // Political Psychology. 2021. Vol. 42, Is. 1. P. 143–161. 

7. Adam-Troian J., Tecmen A., Kaya A. Youth Extremism as a Response to Global Threats? A Threat-
Regulation Perspective on Violent Extremism among the Youth // Lecture Notes in Networks and Systems. 2021. Vol. 
155. P. 507–513. 

8. Шипова Л. В. Методы психологической диагностики агрессии и агрессивности школьников. Саратов, 
2016. 56 с. 

9. Мильчарек Т. П., Мильчарек Н. А. «Комплекс воина» в модели психологической диагностики экстре-
мизма // Вестник Омского университета. Сер. Психология. 2016. № 1. С. 20–27. 

10. Маренко В. А., Ложников В. Е. Применение симплициального анализа для корректировки когнитив-
ной структуры // Прикладная информатика. 2020. Т. 15, № 6. С. 119–129. DOI: 10.37791/2687-0649-2020-15-6-
119-129. 

11. Ложников В. Е., Маренко В. А. Программная система «Синтез топологической структуры когнитив-
ной модели». Программа для ЭВМ. М.: ФИПС, 2019. № 2019617163 от 04.06.2019. 

 
 
 

  

https://www.scopus.com/sourceid/16306?origin=recordpage
https://www.scopus.com/sourceid/21100216571?origin=recordpage
https://www.scopus.com/sourceid/21100216571?origin=recordpage
https://www.scopus.com/sourceid/22861?origin=recordpage
https://www.scopus.com/sourceid/22861?origin=recordpage
https://www.scopus.com/sourceid/21100901469?origin=recordpage


Динамика систем, механизмов и машин. 2021. Том 9, № 4 

 

39 

МОДЕЛИРОВАНИЕ И УПРАВЛЕНИЕ СЛОЖНЫМИ СИСТЕМАМИ 
 
 

УДК 539.3; 624.131 
 

О РЕШЕНИИ СТАТИЧЕСКИХ УПРУГОПЛАСТИЧЕСКИХ ЗАДАЧ  
С УЧЕТОМ ДИНАМИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ 

 
ON SOLUTION OF STATIC ELASTOPLASTIC PROBLEMS  

CONSIDERING DYNAMIC PROCESSES 
 

Б. Б. Рихсиева, Б. Э. Хусанов 

Институт механики и сейсмостойкости сооружений им. М.Т.Уразбаева АН РУз, г. Ташкент, Узбекистан 
 

Barno B. Rikhsieva, Bakhtiyar E Khusanov 
Institute of Mechanics and Seismic Stability of Structures, Tashkent, Uzbekistan 

 
Аннотация. В связи с применением нелинейных свойств, в частности, пластических свойств мате-

риала в статических расчетах требуется учет траекторий нагружений и развитие зон пластических де-
формаций. Настоящая работа с использованием динамического метода показывает получение решений 
статических задач. Для этого рассматривается напряженное состояние толстостенной упругопластиче-
ской оболочки при запредельных нагрузках. Построена методика решения подобных задач с учетом ди-
намики развития пластических деформаций. Полученные численные результаты сравнены с точными 
решениями и показана пригодность метода решения. Данный динамический подход решения задач поз-
воляет решить не только рассмотренный класс задач, но и другие статические и квазистатические зада-
чи с учетом прослеживания влияния нелинейных эффектов (пластических, структурного разрушения  
и др.) в процессе решения задач. 
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I. ВВЕДЕНИЕ 

В последнее время в расчетах статических и квазистатических задач тенденция направлена на учет более 
реальных свойств материала [1–3]. Одним из таких свойств является пластичность. При этом аналитические 
методы решения задач сдают свои позиции численным методам [1, 2]. Для решения упругопластических задач 
статики широко используется процесс итерации за пределом упругости [2, 4]. В некоторых квазистатических и 
динамических задачах используется метод последовательных стационарных состояний [5]. В работах [6, 7] для 
решения статических задач использованы уравнения динамики, которые решены с помощью метода конечных 
разностей с явной схемой. Рекуррентным образом последовательных вычислений подобно итерационному про-
цессу, представленному в [6], определено напряженное состояние грунтовой плотины под действием собствен-
ного веса в качестве начальных условий для дальнейших вычислений на внешние динамические нагрузки, а в 
[7] – стационарное состояние под действием статической нагрузки. 

В данной работе для решения одномерной статической задачи, аналогичной [4, 8] разрабатывается мето-
дика численного решения с учетом динамики развития пластических деформаций. Основная цель работы, явля-
ется показать, что с помощью уравнения динамики можно получить решения статических задач, где возможно 
наблюдать процессы, происходящие при деформировании. Это открывает путь применения сложных свойств 
деформирования, таких как пластические, реологические и структурные изменения. 

 
II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Для обоснования применения динамического метода для статической задачи, и вдобавок, с учетом пла-
стичности деформации рассмотрим задачу, имеющую точное решение. Рассмотрим существенно более простой 
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случай: толстостенную сферическую оболочку с внутренним радиусом a и внешним радиусом b, нагруженную 
внутренним давлением, достаточным, чтобы вывести напряжения во внутренних частях в точку текучести [4]. 
Геометрия задачи показана на рис. 1. Для нестационарной задачи с одной пространственной переменной урав-
нение движения имеет вид [9]: 

 

 
0

2 rrr rrdv
V dt r r

θθσ σσρ −∂
= +

∂
, (1) 

 
где 0 0, /Vρ = ρ ρ  - начальная плотность и относительный объем; rv  - скорость частиц в радиальном направле-

нии; , ,rr θθ ϕϕσ σ σ  - составляющие напряжения, которые имеют вид в разложении на девиаторы , ,rrS S Sθθ ϕϕ  и 

шаровую P  часть: 
 

 , ,rr rrS P S P S Pθθ θθ ϕϕ ϕϕσ = − σ = − σ = − . (2) 

 

 
 

Рис. 1. Геометрия задачи 
 
Уравнение неразрывности: 
 

 2r rv vV
V r r

∂
= +

∂



. (3) 

 
Уравнение состояния толстостенной оболочки имеет вид: 
 
 /P KV V= −  ; (4) 

 
1 12 , 2 , ,
3 3

r r
rr rr rr

v vV VS S G S S G S S
r V r Vθθ θθ ϕϕ θθ

   ∂
+ λ = − + λ = − = − −   ∂   

 

   (5) 

 
где 0λ =  при выполнении условия Мизеса: 
 

 2 2 2 22 2 / 3rrJ S S S Yθθ ϕϕ= + + ≤ , (6) 

 
Y  – предел текучести. В ином случае, т.е. при пластическом деформировании толстостенной оболочки  
 

 2 2(2 / ) / (2 )GW dJ dt Jλ = − , ( / / )rr r rW S v r v r= ∂ ∂ −  (7) 
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Уравнения (1)-(7) являются замкнутыми в отношении неизвестных. Начальные условия предполагаются 
нулевыми, а граничные условия при 0 :t >  

 
 ext( , )rr a t Pσ = , ( , ) 0rr b tσ = . (8) 

 
III. МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 

Составим алгоритм численного решения поставленной задачи. Радиальный отрезок b a−  делим на N  
бесконечно малых кольцевых частей и 3° по угловой ширине, т.е. разбиваем на 60 N×  ячеек с учетом симмет-

рии. Таким образом, толстая оболочка делится на ячейки, масса которых равна: 
0 3 0 30

1
1/2 0

( ) ( )
3

k k
k

r r
m

V
+

+

 −ρ
=  

 
. 

Вводим следующие обозначения: в момент времени 1/2nt t +=  скорости частиц на узловых точках ячеек kr r a= >  

обозначим через 1/2
1/2( , ) ( )n

r k n r kv r t v +
+ = . Напряжения и другие параметры, определенные в центрах ячеек 

1/2kr r a+= >  в момент времени nt t=  обозначим через 1/2 1/2( , ) ( )n
rr k n rr kr tσ σ+ += ,… . Ввод параметров, таким обра-

зом, обеспечивает второй порядок точности конечно-разностных соотношений [9]. 
Предположим, что до определенного момента времени nt t=  известны значения всех параметров задачи. 

Находим те же параметры на следующих шагах времени. Используя конечно-разностную схему [9], из (1) опре-
делим скорости частиц для момента времени 1/2nt t +=  на узловых точках ячейки следующим образом: 

 

 
1 1
2 2

1 1
2 2

( ) ( ) ( ) ( )
nn n

n n n n
r k r k rr rr kn k k

k

tv v tσ σ β
α

+ −

+ −

 ∆
= + − + ∆  

 
, (9) 

 

где  0 01 1
1 1
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 
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0 01 1
2 21 11/2 1/2

( ) ( ) ( ) ( )
.

n n n nn n
n rr k k rr k k
k n n n n

k k k kk k

V V
r r r r

θθ θθσ σ σ σ
β

ρ ρ
+ + − −

+ −+ −

− −   
= +   + +   

  

 
На узловых точках внешней границы r b= , 0t > : 
 

 0 1
1/2

1/2

1
2

n n
n N N
N N n

N

r r
V

−
−

−

−
α = ρ , 

( )
1/2 1/2

01
1 1/22

( ) ( )
2

n n n
n rr N N
N n n

N N N

V
r r

− θθ −

− −

 σ − σ
β =  

ρ+  
, 

 
а на внутренней границе вводятся фиктивные ячейки и для узловых точек при kr a=  для вычисления соотно-

шения (9) при 0k =  имеем в виду следующие значения параметров: 
 

0 1/2 ext( )n
rr P−σ = ,    0 1 0

0 0 1/2
1 1/2

1
2

n n
n

n

r r
V+

+

−
α = ρ  ,    

( )
0 1/2 0 1/2

0 01
0 1 0 1/22

( ) ( )
2

n n n
n rr

n n

V
r r

+ θθ +

+

 σ − σ
β =  ρ+  

. 

 
После определения скоростей частиц, радиальное смещение в момент времени 1nt t +=  определим по 

формуле: 
 
 1 1/2 1/2( ) ( ) ( )n n n n

r k r k r ku u v t+ + += + ∆ . (10) 

 
Из (3) на находим относительный объем ячеек:  
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где 1/2k +χ  – поправочный член. Приращение девиатора деформации, т.е. члены в скобках (5) вычисляем по 
формуле: 
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После того как известны приращения девиатора деформации, значения девиатора напряжений, соответ-

ствующие центрам ячеек, вычисляются согласно (5): 
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если ( ) ( ) ( )
2 2 21 1 11 * * * 2
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справедливо, то частицы в ячейке находятся в упругой области и ( ) ( ) 11 *
1/2 1/2

nn
rr rrk k

S S
++

+ +
= , ( ) ( ) 11 *
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S S

++

ϕϕ ϕϕ+ +
= . В противном случае, частицы находятся в состоянии за пределом упругости и напряжения 

определяются по формулам [9]: 
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Далее, полное напряжение (2) выражается формулой: 
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Здесь был добавлен псевдовязкий член 1/2

1/2
n
kq +

+ , чтобы произвести сквозной расчет, т.е. привести к непре-
рывным решениям, и сгладить осцилляции численного решения [9]: 

 

( )21/2 2 0 1/2 1/2 1/2
1/2 0 1/2 1/2 1( ) ( )n n n n

k k k r k r kq C v v+ + + +
+ + + += ρ χ − , 

 
где 2

0 const 2C = ≈ . Это член добавляется только тогда, когда 1/2 1/2
1( ) ( )n n

r k r kv v+ +
+ <  и 1

1/2 1/2
n n

k kV V+
+ +< . 
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Шаг по времени выбирается в соответствии с условиями устойчивости разностной схемы [9]: 
 

1 1
3/2 1

2 2
min по

1
3

n n
n k k

P k

r r
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c d

+ +
+ + −
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+

, 

 

где Pc – скорость распространения продольной волны, ( )( ) 1/21 1
0 12

nn n
k kd C r r V V

++ +
+= −  , в случае ( ) 1/2

0
n

V V
+

≥ , то 

0d = . В процессе расчета временной шаг может быть увеличен, в таких случаях мы ограничиваем увеличение 

шага не более, чем на 10%, то есть, если 3/2 1/21.1n nt t+ +∆ > ∆ , то принимаем 3/2 1/21.1n nt t+ +∆ = ∆ . Как только шаг 
3/2nt +∆  определен, можем определить шаг по времени 1 3/2 1/21

2 ( )n n nt t t+ + +∆ = ∆ + ∆ . 

Таким образом, используя определенные значения скорости, напряжения и других параметров в преды-
дущие моменты времени, мы определили значения этих параметров для следующего момента времени. Выпол-
няя такие действия последовательным способом, можем определить эти параметры до требуемого момента 
времени.  

 
IV. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ 

По алгоритму решения составлена программа решения задачи. Было использовано разбиение на ячейки 
60х100 (3° по угловой ширине и 1 см по радиусу). Принятые исходные данные: a =1 м, b =2 м, K =10 МПа, G
=5 МПа, коэффициент Пуассона µ =0.25. При предельном напряжении на сдвиг, равном Y =0.5 МПа, материал 
должен был перейти в пластическое состояние в области между внутренней поверхностью и сферой радиуса с 
при внутреннем давлении равном [4] 

 

( ) ( )( )( )3
ext 2 1 3ln 3P Y c b c a= − + , 

 
а вне этой области оболочка должна остаться упругой. Распределение радиального (рис. 2) и кольцевого 
напряжений (рис. 3) при t=0.2 сек для 5-и вариантов (пунктирные кривые) и их сравнение с точным решением 
(сплошные кривые) приведены на рис. 2 и 3.  
 

  
 

Рис. 2. Изменение радиального напряжения  
по радиусу 

 
Рис. 3. Изменение кольцевого напряжения  

по радиусу 
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Для того чтобы подавить инерционные внутренние эффекты, могущие привести к необратимому выбро-
су за равновесное состояние, использовался метод «релаксации»: через частые промежутки времени (примерно 
2 мсек) все скорости полагались равными нулю. Таким образом, после ряда «слабых» движений оболочка при-
близилась к равновесной конфигурации. 

Как видно из рис. 2 и 3, вычисленные значения напряжений согласуются с равновесными значениями. 
Вероятно, они еще лучше совпали бы с ними, если бы процесс релаксации был продолжен дальше, так как при-
ближение к равновесию становится крайне медленным – напряжения изменились только до 2 % в течение по-
следних 5 мсек. Заметим также, что «угловая ширина» ячеек (в приведенном случае 3°) почти не влияет на ре-
зультирующее движение. Сравнение решения с ячейками 10° дает напряжения и др. параметры, отличающиеся 
меньше чем на один процент от результатов расчетов при сетке с ячейками 3°. 

 
V. ОБСУЖДЕНИЕ И ВЫВОДЫ 

Полученное численное решение, давая качественно верное описание статического состояния упругопла-
стической толстостенной оболочки, является все же лишь приближенным. Тем не менее, метод с учетом дина-
мических процессов, проиллюстрирует достижение статического равновесного состояния, и он получил приме-
нение в двумерных расчетах [6–7], где исследованы просадка лессовой грунтовой толщи при увлажнении и 
напряженно-деформированное состояние грунтовой плотины под действием собственного веса, а также в зада-
чах упругопластического деформирования массивного тела под действием статической нагрузки. 

Таким образом, разработана методика численного решения одномерной динамической задачи со сфери-
ческой симметрией. Эта методика позволяет применить сложные определяющие соотношения для рассматри-
ваемого материала, включая неупомянутые свойства и степень структурного разрушения. Главное, чтобы со-
хранялась симметрия задачи, т.е. граничные условия и определяющие соотношения тоже должны иметь сфери-
ческую симметрию. Например, эту методику можно применить для задач сферического взрыва в безграничной 
изотропной среде или в среде со сферической анизотропией. Показана также возможность решить стационар-
ные задачи. Здесь, роль итерации играют промежутки времени. Таким образом, можно получить решение ста-
ционарных или квазистационарных задач с учетом процессов, происходящих в рассматриваемом теле. Необхо-
димо отметить, что данный подход можно развить для неодномерных задач. 
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I. ВВЕДЕНИЕ 

Распространение волн в различных средах широко изучено в экспериментальных и теоретических иссле-
дованиях [1–7]. Одномерные цилиндрические волны рассмотрены в работах [1–2, 6–7] с использованием мето-
да характеристик для упругих и упругопластических сред [6–7]. В [8–12] распространение волн в упругих и 
упругопластических телах рассмотрено в двумерной постановке. Из решений этих задач было определено, что 
напряжение, деформация, а также амплитуда скоростей, возникающих за фронтом волны при распространении 
продольной волны в упругих средах, сохраняет профиль волны и не наблюдается затухания волны. Причины 
возникновения сдвиговых волн и их природа распространения отражены в [13–15]. Затухание продольных волн 
происходит при учете пластических или вязких свойств среды [1–2, 16]. При учете вязких свойств уменьшают-
ся значения амплитуды волн относительно расстояния, максимальные значения напряжения и деформации до-
стигаются в разное время за счет реологических свойств среды. При исследовании распространения цилиндри-
ческой волны в грунтах [6–7], когда задается ударная нагрузка, характеристические линии являются прямыми, а 
фронт – ударным, и параметры волны имеют разрыв. Поэтому, когда задаются такие условия на границе, реше-
ние задач методом характеристик является наиболее удобным. Если на границах задается произвольная нагруз-
ка, то гораздо сложнее построить решения на характеристических линиях. 

Рассмотрим распространение одномерных упругих и упругопластических цилиндрических угловых 
сдвиговых волн в грунтах. Наиболее близкими к этой работе являются исследования, проведенные в [5–6, 10]. 
В [5] рассмотрена двумерная упругая задача: из природы распространения цилиндрических волн и отражения 
от дневной поверхности исследуется возможность возникновения аварий в подземных трубопроводах. Одно-
мерные цилиндрические сдвиговые волны рассмотрены в [6, 10]. В работе [6] исследуются волны в упругопла-
стической среде методом характеристик, а в [10] допущены некоторые ошибки в постановке и решении задачи 
[17]. Целью этой работы является определение параметров распространяющихся цилиндрических волн в упру-
гом и упругопластическом грунте с использованием метода конечных разностей. 
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II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Предположим, что в безграничной грунтовой среде имеется достаточно протяженный и жестко закреп-
ленный подземный трубопровод с внешним радиусом `0rr = . Пусть с начала отсчета времени цилиндрическое 
тело – трубопровод начинает вращательное движение вокруг своей оси, при этом деформацией трубопровода 
пренебрегаем, т.е. считаем его абсолютно недеформируемым. Тогда в грунтовой среде начинают распростра-
няться сдвиговые цилиндрические волны, параметры этих волн являются осесимметричными относительно оси 
цилиндрического тела – трубопровода, и они зависят только от радиальной координаты и времени, т.е. задача 
является одномерной. 

Таким образом, рассмотрим одномерную задачу в цилиндрической системе координат. Система 
уравнений, описывающая движение грунтовой среды при отсутствии массовых сил, в эйлеровом представлении 
имеет вид: 

 

 
rrdt

dv rr ϕϕϕ τ
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v

r
v
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d rr ϕϕϕ −
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, ( ),..., ϕϕϕ εε=τ rrr F  . (1) 

 
Таким образом, замкнутая система уравнений движения, неразрывности и общего вида уравнения состо-

яния, относительно неизвестных ),( trvϕ , ),( trrϕτ  и ),( trrϕε . Для решения задачи о распространении цилин-

дрических сдвиговых волн принимаем следующие начальные условия: при 0=t , `0rr > : 
 
 0)0,( =ϕ rv , 0)0,( =τ ϕ rr , 0)0,( =ε ϕ rr  (2) 

 
и граничные условия: при `0rr = , 0>t : 
 

 )(),( 00 tvtrv =ϕ  или )(),( 00 ttrr τ=τ ϕ . (3) 

 
Поставленную задачу решаем численно – методом конечных разностей. Численное решение обусловлено 

на перспективу с учетом решения аналогичных задач для грунтовой среды со сложными свойствами 
(структурное изменение, увлажненность, вязкопластичность и др.). 

 
III. МЕТОД РЕШЕНИЯ ПОСТАВЛЕННОЙ ЗАДАЧИ 

Составим алгоритм численного решения поставленной задачи. Для чего безграничный грунт считаем 
ограниченным радиусом Rr = . В этом случае, учитывая скорость Sc  распространения поперечных волн, ре-
шение рассматриваемой задачи получим до достижения сдвиговых волн границы Rr = , т.е. рассмотрим до 
момента времени ScrRt /)( 0−≤ . Радиальный отрезок 0rR −  делим на N  бесконечно малых кольцевых частей, 
т.е. цилиндрических ячеек. Основное внимание будет уделяться поведению грунта вокруг подземного трубо-
провода, поэтому более измельченные ячейки находятся возле трубы, с удалением от нее размеры ячеек также 
увеличиваются.  

В момент времени 2/1+= ntt  скорости частиц на узловых точках ячеек 0rrr k >=  обозначим через 
2/1

2/1 )(),( +
ϕ+ϕ = n

knk vtrv . Касательное напряжение и сдвиговую деформацию, определенные в центрах ячеек 

02/1 rrr k >= +  в момент времени ntt =  обозначим через n
krnkr tr 2/12/1 )(),( +ϕ+ϕ τ=τ  и n

krnkr tr 2/12/1 )(),( +ϕ+ϕ ε=ε . 

Ввод параметров, таким образом, обеспечивает второй порядок точности конечно-разностных соотношений 
[18]. 

Предположим, что до определенного момента времени ntt =  известны значения всех параметров задачи. 
Находим те же параметры на следующих шагах времени. Используя конечно-разностную схему [18], из первого 
уравнения (1) определим скорости частиц для момента времени 2/1+= ntt  на узловых точках цилиндрической 
ячейки следующим образом: 
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0
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n
k

n
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k
n
k rrrr 12

1
2/10

2/1
12

1
2/10

2/1
)()(

−

−ϕ
−

+

+ϕ
+ −

τ
ρ+

−

τ
ρ=β . 

 
Если на границе 0rr = , 0>t  заданы скорости частиц, то при 0rrk = , т.е. при 0=k  вместо соотношения 

(4) воспользуемся заданием скорости на границе: )()( 2/10
2/1

0 +
+

ϕ = n
n tvv , в случае задания на границе касатель-

ного напряжения, для вычисления соотношения (4) при 0=k  имеем в виду следующие значения параметров: 
 

 )()()( 02/102/10 n
n

r
n

r tτ=τ==τ −ϕ−ϕ , ( )nnn rr 01
0

2/12
1

0 −ρ=α , ( )nnn
r

n rr 012/1
0

2/10 )(2 −τρ=β ϕ . (5) 

 
Если на границе задано угловое смещение подземного трубопровода, то скорости частиц на границе 

определяются по формуле 
 

 ( ) 2/1
0

1
0

2/1
0 )()()( +

ϕ
+

ϕ
+

ϕ ∆−= nnnn tuuv . (6) 

 
После определения скоростей частиц, касательное смещение в момент времени 1+= ntt  можем опреде-

лить по формуле: 
 

 2/12/11 )()()( ++
ϕϕ

+
ϕ ∆+= nn

k
n
k

n
k tvuu . (7) 

 
Для определения деформации сдвига, сначала, аппроксимируя второе уравнение (1) на конечно-

разностное соотношение, находим скорости деформаций  
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k

n
k

n
k

n
k

n
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kr rr
vv

rr
vv

 , (8) 

 
где ( )n

k
n

k
n

k rrr += ++ 1
2
12/1 . Далее, деформация сдвига определяется по формуле 

 

 2/12/1
2/12/1

1
2/1 )()()( ++

+ϕ+ϕ
+
+ϕ ∆ε+ε=ε nn

kr
n
kr

n
kr t . (9) 

 
Формулы (8) и (9) дают значения скоростей сдвиговой деформации и деформации сдвига, определяемые 

в центре цилиндрической ячейки в моменты времени 2/1+= ntt  и 1+= ntt , соответственно. После того как из-
вестны сдвиговая деформация и скорости деформации, значения касательных напряжений, соответствующие 
центрам ячеек, вычисляются по принятому конкретному закону деформирования (третье уравнение (1)):  

 

 ( ),...,)(,)()( 2/1
2/1

2/1
2/1

1
2/1

1
2/1

+
+

+
+ϕ

+
+ϕ

+
+ϕ εε=τ n

k
n
kr

n
kr

n
kr qF  . (10) 

 
В соотношении (10) был добавлен псевдовязкий член 2/1

2/1
+
+

n
kq , чтобы произвести сквозной расчет на 

фронте волн, т.е. привести к непрерывным решениям, и сглаживать осцилляции численного решения [18]: 
 

 ( )2/12/1
1

0
2/1

2
0

2/1
2/1 )()( +

ϕ
+
+ϕ+

+
+ −ρ= n

k
n
kk

n
k vvCq , (11) 

 
где 2const2

0 ≈=C . 
Шаг по времени выбирается в соответствии с условиями устойчивости разностной схемы [18]: 
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kS

n
k

n
kn

c
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поmin

11
12/3

3
1 ++

++ −
=∆ , (12) 

 
В процессе расчета временной шаг может быть увеличен, в таких случаях мы ограничиваем увеличение 

шага не более, чем на 10%, то есть, если 2/12/3 1.1 ++ ∆>∆ nn tt , то принимаем 2/12/3 1.1 ++ ∆=∆ nn tt . Как только 

шаг 2/3+∆ nt  определен, можем определить шаг по времени 1+∆ nt  следующим образом: 

)( 2/12/3
2
11 +++ ∆+∆=∆ nnn ttt . 

Таким образом, используя определенные значения скорости, деформации и напряжения в предыдущие 
моменты времени, мы определили значения этих параметров для следующего момента времени. Выполняя та-
кие действия последовательным рекуррентным способом, можно определить параметры волны, распространя-
ющейся в окружающей среде – грунте до требуемого момента времени или до времени ScrRt /)( 0−≤ . Состав-

лена программа решения поставленной задачи и реализована на ЭВМ. 
 

IV. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ И ИХ АНАЛИЗ 

Представим численные результаты в виде графиков. Решение получено при следующих исходных дан-

ных: начальная плотность грунта =ρ0 2000 кг/м3; скорости распространения продольных и поперечных волн 

=Pc 2000 м/сек и =Sc 1000 м/сек; радиус цилиндрической полости =0r 1 м. 

 
3. Упругие цилиндрические волны 
Пусть грунтовая среда является упругой, тогда конкретный вид определяющего соотношения имеет вид 

)( ** ε−ε+τ=τ ϕϕ rr G  или ϕϕ ε=τ rr G , где **,ετ  - начальные (опорные) значения касательного напряжения и 

сдвиговой деформации. В этом случае конечно-разностное соотношение (10) принимает вид: 
 

 2/1
2/1

2/12/1
2/12/1

1
2/1 )()()( +

+
++

+ϕ+ϕ
+
+ϕ +∆ε+τ=τ n

k
nn

kr
n
kr

n
kr qtG  . (13) 

 
Пусть на границе заданы скорости частиц (3) в виде )sin()( max0 tvtv ω= , где =maxv 0.2 м/сек, ω  – частота 

воздействия. На рис. 1–2 представлены изменения скорости частиц и касательное напряжение в фиксированных 
цилиндрических слоях грунта при различных частотах воздействия. Кривые 1-5 соответствуют сечениям =r
1.1, 2, 3, 4 и 6 м. 

Графики а) и б) на рис.1-2 получены при )(2 tTH −π=ω  и π=ω 50  рад/сек, =T 0.02 сек – время дей-

ствия нагрузки, H  – функция Хевисайда. Как видно из рис. 1–2, в случае задания касательной скорости на гра-
нице 0rr = , амплитуда значений скорости частиц и касательного напряжения уменьшается с расстоянием. Эти 

уменьшения (затухания) происходят при первом вступлении волны, далее в фиксированных сечениях затухание 
по времени не наблюдается. При положительном значении скорости частиц, т.е. при движении (вращении) в 
одну сторону касательное напряжение возрастает, а в случае обратного движения (при отрицательном значении 
скорости частиц) напряжения уменьшаются (происходит разгрузка напряженного состояния). Увеличение ча-
стоты задаваемой скорости частиц на границе уменьшает период колебаний «нагрузки-разгрузки», что показы-
вает уменьшение максимальных значений касательных напряжений. При этом частота периодичности распро-
страняющейся волны не меняется.  
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Рис. 1. Изменение скорости частиц грунта по времени 
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Рис. 2. Изменение касательного напряжения по времени 
 

На рис. 3 приведены изменения угловых смещений грунта по времени в тех же рассмотренных фиксиро-
ванных сечениях при )(2 tTH −π=ω  (а) и π=ω 50 рад/сек (б). Траектории кривых смещений согласуются с 
изменениями скорости частиц грунта, что подтверждает предыдущие предположения о нагрузке и разгрузке.  
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Рис. 3. Изменение угловых смещений грунта по времени 
 
Рассмотрим теперь случай, когда на границе 0rr =  задается касательное напряжение (3). На рис. 4-6 

приведены зависимости аналогичные рис.1-3 при задании )sin()( max0 tt ωτ=τ , =τmax 0.2 МПа. Представленные 
картины изменения скоростей частиц и касательных напряжений также аналогичны рис. 1, 3. Здесь также 
наблюдается затухание волн с расстоянием от начального цилиндрического сечения. При первом вступлении 
волны скорость частиц скачком увеличивается до максимального значения, и далее меняется по времени анало-
гично предыдущим результатам. В целом, при упругом деформировании грунта цилиндрическая волна затухает 
с расстоянием. Рассеивание энергии происходит из-за её перераспределения на расширяющемся цилиндриче-
ском слое, что обусловливает затухание волн.  
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Рис. 4. Изменение скорости частиц грунта по времени 
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Рис. 5. Изменение касательного напряжения по времени 
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Рис. 6. Изменение угловых смещений грунта по времени 
 

4. Упруго-пластические волны 
Пусть рассматриваемая грунтовая среда подчиняется упруго-пластическому закону деформирования (3): 

нагружение в упругой зоне и разгрузка по закону – ϕϕ ε=τ rr G , а нагружение в пластической зоне – ϕϕ ε=τ rr G  1  

при Sτ≥τ , причем Sτ  меняется на значение момента начала разгрузки от пластической зоны в последующих 

циклах нагружение-разгрузка. Здесь 1G  – модуль сдвига пластического деформирования (коэффициент про-
порциональности между касательным напряжением и сдвиговой деформацией).  

Конечно-разностное соотношение согласно (10) имеет вид 
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и проверим условия пластичности. В случае выполнения условия S

n
kr τ<τ +

+ϕ
1

2/1
* )( , частицы грунта деформи-

руются в упругой зоне и значения касательных напряжений равны 1
2/1

*1
2/1 )()( +

+ϕ
+
+ϕ τ=τ n

kr
n
kr . В противном случае, 
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S
n
kr τ=τ +

+ϕ
1

2/1)( , 2/12/1
2/112/1 )()( ++

+ϕ+ϕ ∆ε+τ=τ nn
kr

n
krS tG   и частицы грунта пластически деформируются. Здесь 

необходимо уточнить применение уравнения состояния через приращения: это уравнение соответствует де-
формированию от начального состояния и в какой-то момент после пластического деформирования происходит 
разгрузка-нагрузка, упругое деформирование должно выражаться уравнением )( ** ε−ε+τ=τ ϕϕ rr G , где **,ετ  – 

есть опорные значения напряжений и деформаций для нового цикла упругого деформирования. Если примем 

ϕϕ ε=τ rr G , то отпадает учет этих опорных значений: для последующего момента времени предыдущие значе-

ния напряжений и деформаций являются опорными. 
Рассмотрим вариант задания касательного напряжения на границе 0rr =  по гармоническому закону 

)sin()( max0 tt ωτ=τ . Исходные данные прежние, а также =τmax 10 МПа, =τS 1 МПа, 10/1 GG = . На рис.7 и 8 
приведены изменения касательного напряжения и сдвиговой деформации по времени в фиксированных сечени-
ях =r 2, 3, 4 и 6 м, соответствующих кривым 1-4, при значениях π=ω 5  (а) и π=ω 50  рад/сек (б).  
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Рис. 7. Изменение касательного напряжения по времени 
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Рис. 8. Изменение сдвиговой деформации по времени 
 

Как видно из рис. 7, амплитуда касательных напряжений в упругопластической среде намного (более, 
чем в 3 раза в рассматриваемом случае) меньше по сравнению с амплитудой напряжений в упругом грунте 
(кривые 1 и 2, рис.7). При π=ω 5  рад/сек в рассмотренном промежутке времени частицы, находящиеся на рас-
стоянии более 3 метров от границы, деформируются упруго, т.е. пластическая волна не доходит до этих точек 
(кривые 3 и 4 на рис.7). Здесь также наблюдается уменьшение параметров волны (касательное напряжение, де-
формации сдвига, скорости частиц и др.) с расстоянием от начального сечения (рис. 7 и 8). В связи с этим зату-
ханием волны, пластическое деформирование грунта происходит на ограниченном участке. Сказанное под-
тверждают диаграммы «напряжение-деформация», представленные на рис. 9 для рассмотренных вариантов. 
Ход кривых 4 (соответствующих сечениям =r 6 м) полностью совпадает с кривыми, полученными для упруго-
го грунта, как для напряжений, так и для сдвиговых деформаций (зависимость касательного напряжения от де-
формации сдвига остается линейной, рис. 9). Анализ графиков на рис. 7 и 8 показал, что некоторые изломы 
кривых на рис. 7 и 8 в начальные моменты времени связаны с точкой излома на диаграмме «напряжение-
деформация» при переходе к пластической деформации или к разгрузке.  
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Рис. 9. Зависимость касательного напряжения от сдвиговой деформации 
 

V. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 

Из анализа полученных результатов следует, что максимальные касательные напряжения достигаются 
вблизи приложения нагрузки. Для всех рассмотренных вариантов расчетов распределение максимальных абсо-
лютных значений касательного напряжения, а также значений предела упругости по радиусу приведены на рис. 
10. Рис. 10 наглядно демонстрирует затухание касательного напряжения с расстоянием от приложенной нагруз-
ки и концентрации максимальных значений вокруг начального цилиндрического сечения, где приложена внеш-
няя нагрузка. Здесь также можно определить, является ли деформирование грунта пластическим или упругим – 
допредельным деформированием: для наблюдаемых случаев область упругопластического деформирования 
достигается до 3 м от места приложения нагрузки, за пределом этой области касательные напряжения не пре-
вышают пределов упругости, то есть предел упругости Sτ  не меняется от первоначального значения. 

Достоверность методики и программы решения проверялась сопоставлением численного решения с ана-
литическим решением для случая схемы Прандтля пластического деформирования грунта при действии посто-
янной касательной нагрузки (3). Такое сопоставление напряжений на фронте волны показано на рис. 11 (при 
задании 0 maxτ = τ = 40 КПа). Кривая 1 соответствует аналитическим решениям, полученным в [6], при решении 
методом характеристик для ударной сдвиговой волны (имеющей разрыв на фронте волны), а кривая 2 – чис-
ленному решению с использованием разработанной методики. Необходимо отметить, что сопоставление значе-
ний напряжений на фронте волны – это самое неблагоприятное место для численного решения методом конеч-
ных разностей (разрыв напряжения на фронте размывается на несколько ячеек), даже в этом случае оно пока-
зывает пригодность разработанной методики решения. 
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Рис. 10. Распределение максимальных касательных 
напряжений и предела упругости Sτ  по радиусу 

 
Рис. 11. Сопоставление численного результата  

с аналитическим решением [6] 

 
Из рис. 10 и 11 видно, что интенсивность затухания цилиндрической сдвиговой волны с расстоянием 

примерно обратно пропорциональна корню квадратному из расстояния от места приложения нагрузки: затуха-

ние происходит по закону γ−r , где 2/1≈γ . 

 



Динамика систем, механизмов и машин. 2021. Том 9, № 4 

 

53 

VI. ВЫВОДЫ И ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Получены численные результаты одномерной задачи о распространении цилиндрических сдвиговых 
волн в упругой и упругопластической грунтовой среде.  

Разработана численная методика решения поставленной задачи с использованием метода конечных раз-
ностей с центральной разностной схемой. Составленный алгоритм реализован на ЭВМ.  

Из полученных результатов выявлено затухание параметров распространяющихся цилиндрических волн 
(касательное напряжение, деформация сдвига и угловая скорость) с расстоянием в упругой и упругопластиче-
ской грунтовой среде. Интенсивность затухания цилиндрической сдвиговой волны с расстоянием примерно 
обратно пропорциональна корню квадратному радиальной координаты. Затухание волн с расстоянием обуслов-
лено тем, что происходит рассеивание энергии деформирования на расширяющемся цилиндрическом слое 
грунта. В случае нагрузки, превышающей предел упругости грунта, частицы испытывают пластические дефор-
мации вблизи приложения нагрузок: в рассмотренных вариантах расчета граница упруго-пластического дефор-
мирования составила 3-х кратный размер цилиндрического радиуса. 
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Аннотация. Деятельность современных организаций, не зависимо от форм собственности, являет-

ся высокорискованной. Всего насчитывается до 600 риск факторов. Снижение уровней риском, можно 
только оценив их. Основой оценки рисков является аналитическая обработка информации, относящейся 
к сфере деятельности организации. Информация, подлежащая анализу, обычно аккумулируется в базах 
данных. Доступ к этой информации обычно осуществляется с помощью SQL-запросов, а анализ прово-
дится с помощью прикладного программного обеспечения. Наиболее рациональный вариант - когда со-
трудники бизнес-подразделения самостоятельно способны выбрать данные из БД и провести их аналити-
ку. Наиболее удобно, как для выборки информации из баз данных, так и для ее анализа использовать 
python. Однако в python, являющимся интерпретируемым языком, имеется недостаток с точки зрения 
обеспечения информационной безопасности – параметры доступа, включающие логин и пароль пользо-
вателя, параметры подключения к БД, располагаются в теле программы в открытом виде. Снизить рис-
ки нарушения конфиденциальности при доступе к БД позволяет предлагаемый в данной статье вариант.  

 
Ключевые слова: информационная безопасность, автоматизация, контроль, аудит, аудит информаци-

онной безопасности, python, базы данных. 
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I. ВВЕДЕНИЕ 

В настоящее время деятельность всех, без исключения, организаций, движимых рынком, является по су-
ществу венчурной – повышено рискованной. Руководители организаций на работу против активизированных 
рисков затрачивают ежедневно до 96% рабочего времени. В списке текущих рисков могут фигурировать поряд-
ка шестисот риск-факторов. Одним из важнейших требований со стороны руководителей организаций является 
как можно более точное определение рисков и прогноза перспектив ведения деятельности организации.  

Основным поставщиком данных для оценки рисков является аналитическая обработка информации, от-
носящейся к области деятельности организации. Чем более обширный и глубокий объем информации использу-
ется при проведении аналитики, тем более точные оценки рисков и перспектив получают заинтересованные 
стороны. Дополнительным критичным обстоятельством проведения верной и результативной оценки рисков в 
условиях динамичного изменения риск-факторов является способность сотрудников осуществлять нестандарт-
ные аналитические запросы. Для выполнения таких запросов в организациях особую ценность приобретают 
сотрудники, имеющие навыки программирования и проведения аналитических исследований в области своих 
компетенций.  

Современная аналитика, основывающаяся на больших массивах данных, связана с необходимостью ра-
боты с базами данных (БД). Важнейшим требованием безопасности, при этом, является требование по обеспе-
чению защищенного доступа к БД. В рамках клиент-серверной архитектуры систем управления базами данных 
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(СУБД) или непосредственного использования языка запросов SQL1 для выгрузки данных обеспечивается отно-
сительная защищенность доступа к БД. Однако, необходимость проведения нетривиальных, ситуативных ана-
литических запросов приводит к нецелесообразности использования превентивно запрограммированных про-
цедур СУБД. Использование же такого сложного инструмента, как SQL, для выполнения нестандартных запро-
сов приводит к необоснованным затратам временных, человеческих, вычислительных ресурсов, расходуемых 
при выполнении выгрузки данных из БД, обработки, нормализации этих данных и их передачи для анализа, 
например, в MS Excel.  

Python в роли инструмента автоматизации нестандартных процедур имеет абсолютное превосходство, 
как свободно распространяемая среда разработки, отличающаяся простотой освоения, удобством использова-
ния, богатством библиотек, достаточно мощным аналитическим функционалом.  

Между тем, python имеет существенный недостаток в области обеспечения ИБ, обусловленный его до-
стоинствами. Python является средой разработки, интерпретатором и, соответственно, программный код хра-
нится в python в обычном текстовом формате. Параметры подключения к БД, такие как логин и пароль сотруд-
ника, данные сервера БД и порт подключения, имя базы данных, используемый драйвер, находятся в тексте про-
граммы в открытом виде. 

Ниже приведены примеры программ на python, обеспечивающих подключение к различным БД. 
1. Рекомендация Microsoft, для подключения к SQL Azure или базе данных Synapse SQL2: 
 
01 import pyodbc 
02 server = '<server>.database.windows.net' 
03 database = '<database>' 
04 username = '<username>' 
05 password = '<password>'  
06 driver= '{ODBC Driver 17 for SQL Server}' 
 
07 with  
08 pyodbc.connect('DRIVER='+driver+';SERVER='+server+';PORT=1433; 
DATABASE='+database+';UID='+username+';PWD='+ password) as conn: 
09 with conn.cursor() as cursor: 
 … 
 
Критичная для безопасности информация к БД расположена в строках 02, 03, 04, 05, 06, 08. 
 
2. Доступ программы на python к БД Oracle: 
import сх_Oracle 
ip = 'адрес севера' 
port = 'порт подключения' 
SID = 'xxxxxx' 
dsn_tns = cx_Oracle.makedsn(ip, port, SID) 
conn = cx_Oracle.connect('username', 'password', dsn_tns) 
 
3. Доступ программы на python к одной из популярнейших СУБД MySQL: 
import MySQLdb 
db = MySQLdb.connect("localhost","testuser","test123","TESTDB" ) 
 
Утечка как всей строки (№08), используемой для подключения, так и отдельных сочетаний компонентов 

(логин и пароль (№04, №05), параметры сервера (№02), имени базы данных (№03), данных об используемом 
драйвере (№06)), повышает шансы атакующего на успешное проведение атаки в отношении БД. 

                                                 
1SQL (structured query language) – язык структурированных запросов применяемый для создания, модификации  

и управления данными в реляционной базе данных 
2https://docs.microsoft.com/ru-ru/azure/azure-sql/database/connect-query-python 
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Исходя из выше изложенного, решение проблемы защиты доступа к БД, осуществляемого при помощи 
python, позволит использовать имеющие у python преимущества для проведения как стандартных, так и, что 
крайне важно, нестандартных, ситуативных аналитических контрольных процедур (контролей).  

 
II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Алгоритм работы одной из типовых аналитических процедур включает следующие этапы – доступ к БД, 
выгрузка необходимых данных из отдельных полей таблиц БД, обработка информации с выдачей результатов, 
включая такие сервисы как визуализация, формирование витрин данных3 и т.д. Выполнение этих этапов в руч-
ном режиме достаточно трудоемкий процесс и применение программного обеспечения (в частности, разрабо-
танного на python), автоматизирующего указанные операции, является единственно верным решением. 

Для подключения к БД необходимо в коде программы размещать чувствительные данные, аналогичные 
указанным выше, т.е. имя сервера и порт подключения, логин и пароль сотрудника, имя базы данных, наимено-
вание драйвера взаимодействия. При этом, создаются риски утечки этой информации, как путем несанкциони-
рованного доступа к файлу программы, имеющем либо текстовый, либо другой легко вскрываемый формат4, так 
и посредством случайного разглашения непосредственно сотрудником. 

Необходимость сокрытия чувствительной информации, обеспечивающей доступ программы сотрудника 
к БД, является актуальной задачей ИБ. 

 
III. ТЕОРИЯ 

По причинам, указанным выше, невозможно полностью исключить риск утечки чувствительной инфор-
мации при работе с интерпретируемыми языками. Этот риск можно существенно минимизировать риск. Воз-
можным вариантом снижения риска является сокращения окна возможностей для атаки, например, посредством 
сокращения времени «видимости» чувствительной информации. 

Скрывать отдельно логин и пароль сотрудника, как это часто рекомендуется со стороны ИБ, оставляя при 
этом открытой другую потенциально значимую информацию, не является приемлемым вариантом. Атакующе-
му для проведения результативной атаки может оказаться достаточным наименование драйвера, адрес сервера и 
(или) порта подключения. Предпочтительным решением по обеспечению безопасности является защита всей 
строки подключения к БД. Ниже приведен один из возможных простых вариантов решения данной задачи. 

 
IV. РЕЗУЛЬТАТЫ 

Функционально существуют два действия – формирование защищенной строки и использование защи-
щенной строки. Для обеспечения безопасности данных действий создаются два отдельных программных моду-
ля – один для формирования зашифрованной строки доступа (этап подготовки к эксплуатации), второй – ис-
пользование зашифрованной строки для непосредственного доступа к БД (этап эксплуатации). 

Подготовка к реализации 
Для работы потребовалось следующее: 
# Загрузка библиотек и переменных 
import getpass 
import base64 
import binascii 
from Crypto.Cipher import AES 
from Crypto.Util import Counter 
from Crypto import Random 
 
# AES supports multiple key sizes: 16 (AES128), 24 (AES192), or 32 (AES256) 
# используем простейший вариант AES128 
key_bytes = 16 

                                                 
3Витрина данных (Data Mart) - cрез баз данных, представляющий собой массив информации по определенной тема-

тике или специализации, ориентированный на запросы заинтересованных сторон, показывающий направление развития 
ситуации (организации, процесса и т.д.) 

4Например, ipynb, используемый в популярнейшей среде разработки Jupyter Notebook пакета Anaconda 
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# Необходимые функции (найдены на просторах Интернет) 
# Takes as input a 16-byte key and an arbitrary-length plaintext and returns a 
# pair (iv, ciphtertext). "iv" stands for initialization vector. 
def encrypt(key, plaintext): 
 assert len(key) == key_bytes 
 # Choose a random, 16-byte IV. 
 iv = Random.new().read(AES.block_size) 
 # Convert the IV to a Python integer. 
 iv_int = int(binascii.hexlify(iv), 16)  
 # Create a new Counter object with IV = iv_int. 
 ctr = Counter.new(AES.block_size * 8, initial_value=iv_int)  
 # Create AES-CTR cipher. 
 aes = AES.new(key, AES.MODE_CTR, counter=ctr) 
 # Encrypt and return IV and ciphertext. 
 ciphertext = aes.encrypt(plaintext) 
 return (iv, ciphertext) 
 
# Takes as input a 16-byte key, a 16-byte IV, and a ciphertext, and outputs the 
# corresponding plaintext. 
def decrypt(key, iv, ciphertext): 
 assert len(key) == key_bytes 
 # Initialize counter for decryption. iv should be the same as the output of 
 # encrypt(). 
 iv_int = int(binascii.hexlify(iv), 16) 
 ctr = Counter.new(AES.block_size * 8, initial_value=iv_int) 
 # Create AES-CTR cipher. 
 aes = AES.new(key, AES.MODE_CTR, counter=ctr) 
 # Decrypt and return the plaintext. 
 plaintext = aes.decrypt(ciphertext) 
 return plaintext 
 
# дозаполнение до 16 байт символом ~ 
def pad_text(s): 
 diff = 16 - len(s) % 16 
 return s + diff*'~' 
 
# убираем лишние ~ 
def unpad_text(s): 
 return s.decode().rstrip('~') 
 
Этап формирования строки  
При формировании строки доступа можно использовать как готовую строку, так и вариант ввода данных 

в отдельные переменные, с последующей сборкой: 
SQLline = 'mssql+pymssql://sibDomain\\' 
Server = input('SQL Server, please = ') 
Table = input('SQL Table, please =') 
Acc = input('Account, please = ') 
 
При вводе пароля предпочтительно использовать библиотеку getpass, обеспечивающую конфиденциаль-

ность ввода. При этом вводимые символы не отображаются на экране и ни фиксируются в какие-либо систем-
ные логи. 

Passwd = getpass.getpass('Pass to database =') 
Модуль формирования:  
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# main() доступ к 'OAOIC-1C', 'NFSVA'; 
pas = getpass.getpass('Pass: ') 
key = pad_text(pas)  
K1 = key.encode('UTF-8')  
# формируем строку доступа 
S1 = pad_text(SQLline + str(Acc) + ':' + str(Passwd) + '@' + str(Server) + '/' + str(Table)).encode('UTF-8') 
(iv, ciphertext) = encrypt(K1, S1) # здесь шифруем 
file_save(flName,iv + ciphertext) # записываем в бинарный файл flName 
 
Результат (строка доступа в зашифрованном виде): 

 
 
Этап эксплуатации 
Второй модуль, предназначенный для обратного преобразования зашифрованной строки доступа в ее 

нормальный для работы вид, используется при необходимости. В его задачу входит получение пароля от со-
трудника и расшифровка строки доступа из бинарного файла. Расшифрованная строка располагается в строко-
вой переменной, которая перезаписывается любыми рандомными данными сразу после подключения к БД5. Как 
результат, имеется сокращение окна возможностей атакующего до небольшого интервала времени, в течение 
которого строка доступа находится в строковой переменной в открытом виде. 

 
# Загрузка зашифрованной строки из бинарного файла 
binLine = file_load(flName) 
iv = binLine[0:key_bytes] 
ciphertext = binLine[key_bytes:] 
# ввод пароля для расшифровки 
pas = getpass.getpass('Pass: ') 
key = pad_text(pas) 
K2 = key.encode('UTF-8') 
# расшифровка строки 
Line = decrypt(K2, iv, ciphertext) #x3, x4) 
# использование строки для доступа к БД, например так 
pyodbc.connect(Line) as conn: 
… 
# перезапись строки рандомными данными 
… 
 

IV. ВЫВОДЫ 

Предложенное решение по обеспечению защиты доступа к БД, необходимого при выполнении аналити-
ческих запросов в ходе аудита ИБ, позволяет: 

1) Использовать преимущества применения средства «малой автоматизации» python для проведения как 
стандартных, так и нетривиальных, ситуативных контрольных процедур с обработкой больших массивов дан-
ных. 

2) Существенно снизить риск утечки чувствительной информации при организации доступа аудитора к 
массивам данных. 

3) Вносить изменения в код программы, разработанной на python, для совершенствования мер безопас-
ности при организации доступа к большим массивам данных. 
                                                 

5 Удаление переменной не всегда приводит к уничтожению данных, находившихся в ней 
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Аннотация. Одной из необходимых, периодически выполняемых подразделением информацион-

ной безопасности (ИБ) процедур является оценка уровня соответствия реального состояния какой-либо 
меры обеспечения ИБ установленным требованиям. Данные процедуры включают значительный объем 
ручной работы, приводящий к затратам времени, человеческих, технологически ресурсов. При этом не 
всегда возможно обеспечить высокий уровень достоверности результатов. Сократить затраты, повысить 
степень достоверности и точности результатов оценки состояния ИБ, и, соответственно, повысить уро-
вень доверия к оценке состояния ИБ, можно путем применения средств «малой автоматизации» при вы-
полнении рутинных операций сбора, корреляции, нормализации, анализа массивов данных. Наиболее 
приемлемым средством автоматизации является язык программирования python, который, помимо 
удобства применения, мощного функционала, обладает обширным аналитическим аппаратом. В данной 
статье рассматривается вопрос применения python в качестве инструмента «малой автоматизации» для 
контроля актуальности системы антивирусной защиты. 

 
Ключевые слова: информационная безопасность, автоматизация, контроль, аудит, аудит информа-

ционной безопасности, python. 
 
DOI: 10.25206/2310-9793-9-4-59-68 

 
I. ВВЕДЕНИЕ 

Одной из важнейших процедур в области ИБ является периодическая оценка текущего состояния уровня 
защищенности информационных активов от вредоносного кода (контроль «Защищенность от вредоносного 
кода»). В этом случае проверочное требование выражается следующим образом: «все компьютеры организации 

https://docs-python.ru/
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должно иметь установленное и функционирующее актуальное антивирусное программное обеспечение». Ос-
новной проблемой в проведении оценки выполнения проверочного требования является расхождение инфор-
мации, получаемой при сравнении данных, выгружаемых из информационных систем, и фактическим состоя-
нием компьютерных активов организации.  

Например, при сравнении данных (в дальнейшем именуемых PC-массив), полученных из системы управ-
ления и контроля конфигураций (System Center Configuration Manager, SCCM), из базы данных конфигурацион-
ных единиц (Configuration Management Database, CMDB), из других систем сбора и учета информации о ком-
пьютерных активах, с данными (в дальнейшем именуемых MW-массив), полученными из отчетов антивирусно-
го программного обеспечение (АВПО) о компьютерах, серверах, на которых установлено АВПО, отмечается 
расхождение в массивах данных до 15%. Основной причиной расхождения информации в массивах данных 
является отсутствие либо не корректная настройка на компьютерах, серверах (далее – хосты6) агентов, клиент-
ских программ систем сбора и учета информации о компьютерных активах. Сравнивая данные из PC-массива, 
MW-массива с данными о фактической установке и состоянии актуальности АВПО на хостах организации, по-
лученными путем сканирования сетевой инфраструктуры и в дальнейшем именуемыми HOST-массив, несовпа-
дение информации в массивах данных возрастает до 30%.  

Сканирование сетевой инфраструктуры позволяет создать эталонный, обладающий должной полнотой и 
достоверностью информации HOST-массив о фактической установке и состоянии актуальности АВПО на хо-
стах при условии независимого от других систем сбора данных и многократного повторения сканирования.  

Для создания эталонного HOST-массива, сформированного независимо от других систем, исключающего 
влияние ошибок этих систем и обеспечивающего полноту информации путем многократного повторения ее сбо-
ра, возможно, использовать специализированное программное обеспечение - так называемые сетевые сканеры 
или сканеры безопасности. Свободно распространяемые сканеры безопасности, такие как LanSpy, nmap не 
обеспечивают накопление, сопоставление, анализ данных по результатам многократного сканирования, что не 
позволяет получить полную статистическую информацию. Использование для решения конкретной частной 
задачи проприетарного коммерческого сканера, такого как XSpider, обладающего мощным функционалом и 
имеющего относительно высокую стоимость, является финансово необоснованным.  

Наиболее оптимальным представляется вариант использования возможностей языка программирования 
python для создания инструмента «малой автоматизации», обеспечивающего формирование эталонного HOST-
массива при контроле актуальности системы антивирусной защиты. Язык программирования python достаточно 
прост для изучения, удобен для разработки и отладки программ. Python имеет большое количество библиотек 
по различным направлениям деятельности, обладает развитым функционалом по аналитике данных, обеспечи-
вает кроссплатформенность, возможность создавать исполняемые файлы. 

В данной статье предлагается к рассмотрению инструмент «малой автоматизации», созданный на python 
и обеспечивающий решение вышеуказанных проблем, возникающих при контроле актуальности системы анти-
вирусной защиты.  

 
II. РЕАЛИЗАЦИЯ 

В качестве инструмента «малой автоматизации» выбран python 3 со средой разработки Anaconda, а также 
программа fping, входящая в состав большинства дистрибутивов Linux7. Далее приведено краткое описание 
модулей программы в виде поэтапного выполнения. 

Этап 1. Подготовка данных для сканирования 
Исходными данными является перечень подсетей в виде электронных таблиц (таблица 1). Для анализа 

достаточны IP-адрес подсети и маска. С целью минимизации полей таблицы, в качестве индикатора выбора ска-
нируемой подсети используется цвет заголовка – выбор осуществляется по совпадению цвета шрифта подсети и 
цвета заголовка8. 

                                                 
6 В данной статье в число хостов не включено сетевое телекоммуникационное оборудование, периферийные устрой-

ства (принтеры, сканеры и т.д.) 
7 Имеются варианты реализации fping для Windows, несовпадение ключей командной строки достаточно просто кор-

ректируется в программе на этапе определения ОС 
8 Применительно к черно-белому варианту статьи выделено жирным шрифтом 
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ТАБЛИЦА 1  
ПЕРЕЧЕНЬ ВЫБРАННЫХ ПОДСЕТЕЙ 

 
Подсети IP Маска IP-подсети 
192.168.1.0 24 
192.168.2.0 26 
192.168.3.0 24 
192.168.4.0 25 
192.168.5.0 24 

 
Этап 2. Сканирование 
Программа универсальна для Linux и Windows. На этапе запуска производится загрузка библиотек, уста-

новка констант и определение функций. Далее определяется тип операционной системы и формируется пере-
чень командных строк fping: 

… 
import os, …, ipaddress 
… 
from sys import platform  
if platform == "linux": 
OS = 'Linux' ; workPath = "/root/Python/Pinger"; Cmd1 = "fping -Adegs " # Linux 
 elif platform == "win32": 
OS = 'Windows'; workPath = "C:\\Python\\Pinger\\"; Cmd2 = "fping -A -n 1 -f -g " # Windows 
…  
def ipCorrection(IPs, msk): # обработка IP-адресов 
Net, SubNet, SSubNet, Adr = IPs.split('.') 
ipm = int(msk); ipl = 32 - ipm; ipcorr = 2**ipl 
ipn = int(Adr); ipn = ipn + ipcorr 
if ipn >= 255: ipn = 255 
ipLines = Net + '.' + SubNet + '.' + SSubNet + '.' + str(ipn) 
return ipLines 
 
Этап 3. Подготовка перечня команд 
Каждая команда fping осуществляет сканирование отдельной подсети и вывод результатов в отдельный 

текстовый файл. Команда формируется объединением строковой переменной (Cmd1 или Cmd2, в зависимости 
от ОС) и строкой IP-адреса, соответствующего по цвету заголовку перечня подсетей, а также строкой маски 
подсети. Предварительно маска и IP-адрес проверяются на наличие ошибок (IP неправильного формата, маска 
не число или число вне пределов от 24 до 32). Перечень команд с параметрами размещается в списке netControl: 

# проверка маски  
msk = re.findall(r'\b\d+\b', str(ws.cell(x,2).value))  
maska = int(*msk);  
if maska <= 0 or maska > 32:  
 if maska < 24: maska = 24  
… 
# проверяем IP 
 IP = str(ws.cell(x,1).value);  
 IP2 = IP ipNum = int(ipaddress.ip_address(IP))  
 try: 
 fl = True  
 except: 
 fl = False # неправильный IP 
 … 

 if fl == True: 
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 # имя файла результата 
 fileName = commandTime + "--" + IP + "@" + stMaska + ".txt" 

 if OS == 'Linux': 
 Command = Cmd1 + " " + IP + "/" + str(maska) + ">" + fileName 
 else: # OS == 'Windows': 
 IPp = ipCorrection(IP, maska);  
 Command = Cmd2 + " " + IP + "/" + IPp + " -L " + fileName  
 netControl.append([[Count], [IP], [maska], [Command], [fileName]]) 
Этап 4. Сканирование подсетей 
Сканирование осуществляется посредством shell-команд из перечня netControl. По завершению сканиро-

вания подсети и записи результатов в файл, последний подвергается обработке на предмет определения от-
кликнувшихся хостов и очистки от хостов, не являющимися компьютерами. Результаты, посредством списка 
Host, записываются в файл электронной таблицы. 

for i in range(Count): 
 cmdLine = str(netCtrl[i][3]) 
 cmdLine = cmdLine[2:-2] 

 …  
 os.system(cmdLine) 
# открыть txt-файл с fping'ами 

with open(fileName) as txtF: 
 Scan = []; Tim = []; Answ = []; IPv4 = []; Host = []; for line in txtF: 
…  
If OS == 'Windows': # анализ результатов для ОС Windows  
 … 
 else: # Linux - анализ результатов для ОС Linux  
 … 
Host.append(lstIP[0]);  
IPv4.append(lstIP[1]);  
Answ.append(lstIP[2]);  
Tim.append(lstIP[3]);  
Scan.append(ScanTime) 
Этап 5. Обработка массивов 
Сбор данных всех массивов (PC, MW, HOST) в объединенную электронную таблицу (Scan-массив) необ-

ходим для удобства работы. Сбор осуществляется, например, средствами библиотеки openpyxl и трудности не 
представляет. Важно обеспечить наличие обязательных столбцов, таких как IP (Таблицы 2–4). Незначительную 
сложность представляет необходимость очистки массива HOST от хостов, не являющихся компьютерами или 
серверами (телекоммуникационное оборудование периферийные устройства). 

 
ТАБЛИЦА 2 

МАССИВ PC (ОБЯЗАТЕЛЬНЫЕ СТОЛБЦЫ – IP (SCCM) И ИМЯ КОМПЬЮТЕРА) 
 

№ IP (SCCM) Имя компьютера Подсеть 
1 192.168.3.1 pcHost-03-001 192.168.3.0 
2 192.168.3.7 pcHost-03-007 192.168.3.0 
3 192.168.3.9 pcHost-03-009 192.168.3.0 
4 192.168.3.12 pcHost-03-012 192.168.3.0 
5 192.168.3.14 pcHost-03-014 192.168.3.0 
6 192.168.3.15 pcHost-03-015 192.168.3.0 
7 192.168.3.22 pcHost-03-022 192.168.3.0 
8 192.168.3.23 pcHost-03-023 192.168.3.0 
9 192.168.3.28 pcHost-03-028 192.168.3.0 
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ОКОНЧАНИЕ ТАБЛИЦЫ 2 
 

№ IP (SCCM) Имя компьютера Подсеть 
10 192.168.4.15 pcHost-04-15 192.168.4.0 
11 192.168.4.16 pcHost-04-16 192.168.4.0 
12 192.168.4.17 pcHost-04-17 192.168.4.0 
13 192.168.4.21 pcHost-04-21 192.168.4.0 
14 192.168.5.41 pcHost-05-41 192.168.5.0 
15 192.168.5.42 pcHost-05-42 192.168.5.0 
16 192.168.5.44 pcHost-05-44 192.168.5.0 
17 192.168.5.49 pcHost-05-49 192.168.5.0 

 
 

ТАБЛИЦА 3  
МАССИВ MW (ВСЕ СТОЛБЦЫ ОБЯЗАТЕЛЬНЫЕ) 

 

№ IP 
Имя компью-

тера 
Базы давно не 
обновлялись 

Агент администрирова-
ния не установлен или 

не работает 

Не актуальная 
версия ПО 

1 192.168.3.1 pcHost-03-001       
2 192.168.3.5 pcHost-03-004 Y   Y 
3 192.168.3.6 pcHost-03-005   Y   
4 192.168.3.7 pcHost-03-007       
5 192.168.3.9 pcHost-03-009       
6 192.168.3.12 pcHost-03-012   Y   
7 192.168.3.15 pcHost-03-015 Y   Y 
8 192.168.3.16 pcHost-03-016     Y 
9 192.168.3.22 pcHost-03-022   Y   

10 192.168.3.23 pcHost-03-023 Y     
11 192.168.3.24 pcHost-03-024       
12 192.168.3.25 pcHost-03-025   Y   
13 192.168.3.28 pcHost-03-028       
14 192.168.4.15 pcHost-04-15 Y   Y 
15 192.168.4.17 pcHost-04-17 Y     
16 192.168.5.41 pcHost-05-041       
17 192.168.5.42 pcHost-05-042   Y   
18 192.168.5.44 pcHost-05-044       

 
 

ТАБЛИЦА 4 
МАССИВ HOST (ОБЯЗАТЕЛЬНЫЕ СТОЛБЦЫ – IP, ХОСТ, ОТВЕТ) 

 
№ IP Хост Ответ Время отклика 

1 192.168.3.1 192.168.3.1 is alive 21,7 
2 192.168.3.2 192.168.3.2 request timed out   
  … …     
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ПРОДОЛЖЕНИЕ ТАБЛИЦЫ 4 
 

№ IP Хост Ответ Время отклика 
5 192.168.3.5 192.168.3.5 request timed out   

6 192.168.3.6 
pcHost-03-
006.line3.local 

is alive 0,7 

7 192.168.3.7 
pcHost-03-
007.line3.local 

is alive 2 

8 192.168.3.8 192.168.3.8 request timed out   

9 192.168.3.9 
pcHost-03-
009.line3.local 

is alive 0,8 

10 192.168.3.10 192.168.3.10 request timed out   

11 192.168.3.11 
pcHost-03-
011.line3.local 

is alive 2,9 

12 192.168.3.12 
pcHost-03-
012.line3.local 

is alive 0,8 

13 192.168.3.13 192.168.3.13 request timed out   

14 192.168.3.14 
pcHost-03-
014.line3.local 

is alive 0,5 

15 192.168.3.15 
pcHost-03-
015.line3.local 

is alive 1,2 

16 192.168.3.16 
pcHost-03-
016.line3.local 

is alive 0,9 

  … …     

21 192.168.3.21 
pcHost-03-
021.line3.local 

is alive 0,7 

22 192.168.3.22 
pcHost-03-
022.line3.local 

is alive 7,5 

23 192.168.3.23 
pcHost-03-
023.line3.local 

is alive 0,8 

24 192.168.3.24 
pcHost-03-
024.line3.local 

is alive 21,5 

25 192.168.3.25 
pcHost-03-
025.line3.local 

is alive 1 

26 192.168.3.26 
pcHost-03-
026.line3.local 

is alive 0,6 

27 192.168.3.27 
pcHost-03-
027.line3.local 

is alive 0,5 

28 192.168.3.28 
pcHost-03-
028.line3.local 

is alive 0,9 

29 192.168.3.29 192.168.3.29 request timed out   

30 192.168.3.30 
pcHost-03-
030.line3.local 

is alive 0,7 

  … …     

32 192.168.4.15 
pcHost-04-
015.line4.local 

is alive 1,7 

33 192.168.4.16 
pcHost-04-
016.line4.local 

is alive 2,7 

34 192.168.4.17 
pcHost-04-
017.line4.local 

is alive 3,7 

35 192.168.4.18 192.168.4.18 request timed out   
36 192.168.4.19 192.168.4.19 request timed out   
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ОКОНЧАНИЕ ТАБЛИЦЫ 4 
 

№ IP Хост Ответ Время отклика 

37 192.168.4.20 
pcHost-04-
020.line4.local 

is alive 6,7 

38 192.168.4.21 
pcHost-04-
021.line4.local 

is alive 7,7 

39 192.168.4.22 
pcHost-04-
022.line4.local 

is alive 8,7 

  … …     

41 192.168.5.40 
pcHost-05-
040.line5.local 

is alive 10,7 

42 192.168.5.41 
pcHost-05-
041.line5.local 

is alive 11,7 

43 192.168.5.42 
pcHost-05-
042.line5.local 

is alive 12,7 

44 192.168.5.43 192.168.5.43 request timed out   

45 192.168.5.44 
pcHost-05-
044.line5.local 

is alive 14,7 

46 192.168.5.45 192.168.5.45 request timed out   
47 192.168.5.46 192.168.5.46 request timed out   

48 192.168.5.47 
pcHost-05-
047.line5.local 

is alive 17,7 

49 192.168.5.48 
pcHost-05-
048.line5.local 

is alive 18,7 

 
Этап 6. Анализ результатов 
Python позволяет удобно и просто выполнить анализ полученных результатов. Итоговый анализ приве-

ден на рис. 4. 
 

ТАБЛИЦА 5 
РЕЗУЛЬТАТЫ АНАЛИЗА СОСТОЯНИЯ КОНТРОЛЯ «ЗАЩИЩЕННОСТЬ ОТ ВРЕДОНОСНОГО КОДА» 

(SCAN-МАССИВ) 
 

№ Хост IP PC MW Отклик 

Отклик 
не учтен-
ного хо-

ста 

Хост отсут-
ствует в 
отчете 
АВПО 

Проблемы 
АВПО 

 640 640 17 18 30 13 13 5 

1 192.168.3.1 192.168.3.1 
Host-03-

001 
Host-03-

001 
is alive      

2 192.168.3.2 192.168.3.2     
request 
timed 
out 

     

  … …            

5 192.168.3.5 192.168.3.5   
Host-03-

004 

request 
timed 
out 

     

6 
Host-03-
006.line3.local 

192.168.3.6   
Host-03-

005 
is alive Y  Y 

7 
Host-03-
007.line3.local 

192.168.3.7 
Host-03-

007 
Host-03-

007 
is alive      
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ПРОДОЛЖЕНИЕ ТАБЛИЦЫ 5 
 

№ Хост IP PC MW Отклик 

Отклик 
не учтен-
ного хо-

ста 

Хост отсут-
ствует в 
отчете 
АВПО 

Проблемы 
АВПО 

8 192.168.3.8 192.168.3.8     
request 
timed 
out 

     

9 Host-03-
009.line3.local 192.168.3.9 Host-03-

009 
Host-03-

009 is alive      

10 192.168.3.10 192.168.3.10     
request 
timed 
out 

     

11 Host-03-
011.line3.local 192.168.3.11     is alive Y Y   

12 Host-03-
012.line3.local 192.168.3.12 Host-03-

012 
Host-03-

012 is alive      

13 192.168.3.13 192.168.3.13     
request 
timed 
out 

     

14 Host-03-
014.line3.local 192.168.3.14 Host-03-

014   is alive   Y   

15 Host-03-
015.line3.local 192.168.3.15 Host-03-

015 
Host-03-

015 is alive    Y 

16 Host-03-
016.line3.local 192.168.3.16   Host-03-

016 is alive Y    

  … …            

21 Host-03-
021.line3.local 192.168.3.21     is alive Y Y   

22 Host-03-
022.line3.local 192.168.3.22 Host-03-

022 
Host-03-

022 is alive      

23 Host-03-
023.line3.local 192.168.3.23 Host-03-

023 
Host-03-

023 is alive    Y 

24 Host-03-
024.line3.local 192.168.3.24   Host-03-

024 is alive Y    

25 Host-03-
025.line3.local 192.168.3.25   Host-03-

025 is alive Y    

26 Host-03-
026.line3.local 192.168.3.26     is alive Y Y   

27 Host-03-
027.line3.local 192.168.3.27     is alive Y Y   

28 Host-03-
028.line3.local 192.168.3.28 Host-03-

028 
Host-03-

028 is alive      

29 192.168.3.29 192.168.3.29     
request 
timed 
out 

     

30 
Host-03-
030.line3.local 

192.168.3.30     is alive Y Y   



Динамика систем, механизмов и машин. 2021. Том 9, № 4 

 

67 

ОКОНЧАНИЕ ТАБЛИЦЫ 5 
 

№ Хост IP PC MW Отклик 

Отклик 
не учтен-
ного хо-

ста 

Хост отсут-
ствует в 
отчете 
АВПО 

Проблемы 
АВПО 

  … …            

32 
Host-04-
015.line4.local 

192.168.4.15 
Host-04-

15 
Host-04-

15 
is alive    Y 

33 
Host-04-
016.line4.local 

192.168.4.16 
Host-04-

16 
  is alive   Y   

34 
Host-04-
017.line4.local 

192.168.4.17 
Host-04-

17 
Host-04-

17 
is alive    Y 

35 192.168.4.18 192.168.4.18     
request 
timed 
out 

     

36 192.168.4.19 192.168.4.19     
request 
timed 
out 

     

37 
Host-04-
020.line4.local 

192.168.4.20     is alive Y Y   

38 
Host-04-
021.line4.local 

192.168.4.21 
Host-04-

21 
  is alive   Y   

39 
Host-04-
022.line4.local 

192.168.4.22     is alive Y Y   

  … …            

41 
Host-05-
040.line5.local 

192.168.5.40     is alive Y Y   

42 
Host-05-
041.line5.local 

192.168.5.41 
Host-05-

041 
Host-05-

041 
is alive      

43 
Host-05-
042.line5.local 

192.168.5.42 
Host-05-

042 
Host-05-

042 
is alive      

44 192.168.5.43 192.168.5.43     
request 
timed 
out 

     

45 
Host-05-
044.line5.local 

192.168.5.44 
Host-05-

044 
Host-05-

044 
is alive      

46 192.168.5.45 192.168.5.45     
request 
timed 
out 

     

47 192.168.5.46 192.168.5.46     
request 
timed 
out 

     

48 
Host-05-
047.line5.local 

192.168.5.47     is alive Y Y   

49 
Host-05-
048.line5.local 

192.168.5.48 
Host-05-

048 
  is alive   Y   
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РЕЗУЛЬТАТЫ И ВЫВОДЫ 

Как видно из полученных результатов (Таблица 5) в организации на 30 откликнувшихся хостов имеются 
следующие отклонения, как области обеспечения информационной безопасности, так и в области информаци-
онных технологий: 

− проблемы с АВПО на пяти хостах (17%); 
− не включены в систему защиты от вредоносного кода тринадцать откликнувшихся хостов9 (43%); 
− не осуществляется контроль конфигураций – откликнулись тринадцать хостов, не учитываемые 

системой контроля конфигураций (43%)10. 
На основании изложенного, можно сделать вывод, что использование предложенного инструмента «ма-

лой автоматизации» позволяет в надлежащем качестве и с должной эффективностью выполнить задачу кон-
троля состояния системы АВПО на хостах организации.  

Резюмируя, необходимо отметить, что предложенный инструмент «малой автоматизации» обеспечивает: 
1. Повышение степени достоверности и точности результатов оценки состояния системы антивирусной 

защиты. 
2. Сокращение сроков, снижение технологических, финансовых затраты на выполнение операций сбора, 

корреляции, нормализации, анализа массивов данных. 
3. Возможность включения в область проверки дополнительных контролей. 
Кроме того, предлагаемый инструмент является эффективным средством контроля качества деятельно-

сти подразделений, ответственных за установку, настройку, сопровождение систем сбора, учета информации о 
компьютерных активах организации и антивирусное программное обеспечение.  
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Аннотация. Одним из наиболее важных вопросов в области информационной безопасности был и 

остается вопрос достоверной аутентификации пользователя. Особое место среди возможных методов 
аутентификации сегодня занимает поведенческая биометрия, обладающая высокой степенью надежно-
сти. Клавиатурный почерк, как вид поведенческой биометрии также способен обеспечить высокий уро-

                                                 
9 Учитывая то, что Host-03-004 не откликнулся 
10 Наиболее вероятная причина – не работает или не установлен агент системы контроля конфигураций 



Динамика систем, механизмов и машин. 2021. Том 9, № 4 

 

69 

вень защиты информационных систем в случае правильно подобранных характеристик почерка. В дан-
ной статье показано, что на процесс аутентификации по клавиатурному почерку также способны оказы-
вать влияние внешние факторы, в числе которых находятся психофизиологическое состояние человека. 
В работе была произведена оценка состояния пользователя на процесс сбора образца клавиатурного по-
черка и сделан вывод о наличии такого влияния. 

 
Ключевые слова: информационная безопасность, биометрическая аутентификация, поведенческая 

биометрия, клавиатурный почерк, психофизиологические факторы.  
 
DOI: 10.25206/2310-9793-9-4-68-74 
 

I. ВВЕДЕНИЕ 

В наши дни становится очевидным тот факт, что использование пароля (или связки «логин-пароль») как 
средства аутентификации пользователя, является как минимум недостаточным в виду невозможности достиже-
ния адекватного баланса между безопасностью и удобством для пользователя. Попытки улучшения этого под-
хода (например, «сильные пароли» или двухфакторная аутентификация), только отчасти решают проблемы не-
надежности и высокой вероятности несанкционированного доступа.  

Наряду с аппаратными средствами аутентификации (смарт-карты, USB-токены, считыватели и др.), об-
ладающими повышенным уровнем надежности, но по-прежнему остающимися неудобными в каждодневном 
использовании, в жизнь современного человека всё больше проникают биометрические методы аутентифика-
ции, неоднократно доказавшие свою надежность и эффективность. При этом средства биометрической аутен-
тификации достаточно разнообразны и, в общем виде, подразделяются на две категории: статические и дина-
мические.  

Статические методы основаны на физиологии человека, а в качестве средств аутентификации использу-
ют такие уникальные характеристики человека, которые остаются неизменными на протяжении всей жизни: 
геометрия лица, геометрия руки, радужная оболочка глаза, сетчатка глаза, рисунок вен, отпечаток пальца и др. 
Статические методы являются самым распространённым видом биометрии и не удивительно, что все чаще по-
являются сообщения о том, что и статическая биометрия достаточно легко поддается взлому [1], а злоумыш-
ленники расширяют свой диапазон подходов к реализации такого рода операций.  

Именно поэтому современные государственные программы и крупнейшие коммерческие структуры все 
больше внимания уделяют второй категории биометрии – динамической, или поведенческой. Динамические 
методы в качестве средства аутентификации используют поведенческие особенности человека, которые также 
являются уникальными и демонстрируют автоматические (бессознательные) движения. К методам динамиче-
ской аутентификации относят: рукописный почерк, голос, динамику жестов, походку, динамику работы с кла-
виатурой, динамику работы с мышью и т.д. 

Процесс как статической, так и поведенческой биометрической аутентификации можно разделить на две 
фазы: фазу регистрации и фазу аутентификации (проверки) [10]. На этапе регистрации биометрические данные 
пользователя собираются, обрабатываются и сохраняются в качестве образца, т.е. формируется шаблон для по-
следующего использования системой. На этапе аутентификации собираются вновь полученные биометрические 
данные, а решение об аутентификации основывается на результате процесса их сопоставления с предваритель-
но сохраненными эталонными шаблонами. 

Наиболее эффективными и одними из самых надежных методов поведенческой биометрии, по вышеука-
занным показателям, на сегодняшний день является методы анализа динамики работы с клавиатурой. Вопросу 
определения характеристик, описывающих клавиатурный почерк[4, 18], их обработке [2, 17] и процессу аутен-
тификации [10] посвящены множество как отечественных, так и зарубежных работ. Однако значительно мень-
ше внимания при работе с данным видом поведенческой биометрии уделяется вопросу влияния внешних воз-
действий, в том числе состояния пользователя, на сбор характеристик клавиатурного почерка и дальнейший 
процесс аутентификации.  

С целью предоставления исчерпывающего обзора особенной сбора и распознавания клавиатурного по-
черка, а также объяснения актуальности вышеуказанных задач, данная работа организованна следующим обра-
зом: в разделе 2 представлен обзор на наиболее распространенные характеристики клавиатурного почерка, а 
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также методы аутентификации по КП. Раздел 3 посвящен рассмотрению вопроса изменчивости КП в зависимо-
сти от внешних факторов. В разделе 4 разделе рассмотрен пример оценки влияния состояния усталости челове-
ка на скорость печати. Наконец, 5 раздел представляет собой заключение по проделанной работе и обозначение 
перспектив дальнейших исследований.  

 
II. КЛАВИАТУРНЫЙ ПОЧЕРК. ХАРАКТЕРИСТИКИ И МЕТОДЫ ОБРАБОТКИ 

Среди всех методов аутентификации с помощью поведенческих паттернов, особое место занимает дина-
мика работы с клавиатурой или, так называемый, клавиатурный почерк. К очевидным достоинствам метода 
чаще всего относят скрытность и экономичность [2], т.к. для его реализации нужны уже имеющаяся у пользо-
вателя клавиатура и программное обеспечение, работающее в фоновом режиме. Поскольку пользователи при 
работе с компьютером обычно используют клавиатуру, этот метод хорошо подходит для аутентификации в 
компьютерных системах. Кроме того, он способен обеспечить высокий уровень безопасности [15], поскольку 
воспроизвести бессознательные поведенческие паттерны человека практически невозможно. 

В общем виде, клавиатурный почерк - это набор характеристик, описывающих динамику работы пользо-
вателя с клавиатурой. Под динамикой, в данном случае, понимается процесс захвата ритма набора текста и ма-
неры работы пользователя с клавиатурой.  

Извлечение характеристик, используемых для формирования уникального клавиатурного почерка поль-
зователя, практически не зависит от вида аутентификации [14], которая может быть статической (парольной) 
или динамической (непрерывной) [2]. Статическая аутентификация заключается в сравнении клавиатурных 
почерков, полученных при наборе заранее заданной текстовой последовательности, чаще всего, небольшой 
длины (пароль, парольная фраза, логин). Непрерывная аутентификация позволяет производить постоянный 
анализ динамики работы с клавиатурой конкретного пользователя. Более того, текст, который пользователь 
вводит для обучения системы, может быть как заранее сгенерированным, так и произвольным [3].  

Чаще всего, в качестве характеристик динамики нажатия клавиш, то есть в качестве образца клавиатур-
ного почерка, выступает последовательность длительностей удержания отдельных клавиш слова и временных 
интервалов между отпусканием клавиши и нажатием следующей [18]. Вместе с этими параметрами иногда до-
полнительно рассматриваются продолжительность между нажатием клавиши и нажатием следующей клавиши, 
а также продолжительность отпускания клавиши и отпускания следующей клавиши. Данные четыре основных 
параметра можно отнести к группе временных характеристик, применяющихся как в статической, так и в дина-
мической аутентификации.  

Также к группе временных характеристик клавиатурного почерка относятся диграфы и триграфы (n-
графы в целом), которые представляют собой временную задержку между двумя или тремя последовательными 
нажатиями клавиш соответственно [15].  

В работе [4] исследователи, изучая аутентификацию на тексте произвольной длины, помимо общеприня-
тых временных характеристик выделяют еще две группы: полувременные характеристики и характеристики 
редактирования.  

К группе полувременных параметров авторы статьи относят такие характеристики клавиатурного почер-
ка, в которых, так же как и во временных характеристиках, используется расчет времени, однако этот расчет 
требует более длительных периодов и математически выражается отлично от векторов времени, например, по 
интервалам. К таким характеристикам клавиатурного почерка относится, в частности, количество слов в мину-
ту (WPM), которая, как следует из названия, измеряет среднюю скорость набора текста пользователем. Данный 
параметр широко применятся в исследовании динамики работы с клавиатурой [17], однако, как отмечают сами 
исследователи, является недостаточным для однозначного различения пользователей, близких по скорости пе-
чати. 

Также в группу полувременных характеристик входят такие параметры, как отрицательный временной 
промежуток между отпусканием первой клавиши и нажатием следующей [12] (такое поведение при вводе тек-
ста встречается у пользователей, которые имеют тенденцию нажимать вторую клавишу, прежде чем отпустить 
первую), а также отрицательный временной промежуток между отпусканием первой и второй клавиши (проис-
ходит тогда, когда пользователь отпускает вторую клавишу, прежде чем отпустить первую). 

Группа характеристик редактирования, в свою очередь, не уделяет никакого внимания времени, которое 
пользователь тратит на ввод текста, скорее, она учитывает то, каким образом пользователь осуществляет про-
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цесс ввода. Условно такой процесс можно разделить на то, как часто пользователь ошибается и то, каким обра-
зом он редактирует ошибки. Параметр частоты ошибок [9] отражает процентное соотношение случаев, когда 
пользователь совершает ошибку ввода и исправляет её. При этом за ошибку принимается срабатывание клави-
ши Backspace или Del (отдельной, но менее значимой, задачей аутентификации при этом может послужить раз-
личение пользователей по привычке использования либо Backspace, либо Del). 

Способы, которыми пользователь исправляет уже получившиеся ошибки или же просто редактируют 
сложный разнорегистровый текст, также являются характерным паттерном поведения при работе с клавиату-
рой. К таким параметрам можно отнести процентное содержание использования клавиши Shift, специфика ис-
пользования левого и правого Shift [11], а также процентное содержание использования CapsLock (также от-
дельной задачей аутентификации при этом может послужить различение пользователей по привычке использо-
вания либо Shift, либо CapsLock). 

Отдельной группой, не выделенной в исследовании, но представляющий интерес с исследовательской 
точки зрения, является группа характеристик, требующих дополнительного оборудования. К данной группе 
можно отнести исследования, посвященные силе нажатия клавиш [13] и определению клавиатурного почерка 
по звуку [20]. 

 
III. ИЗМЕНЧИВОСТЬ КЛАВИАТУРНОГО ПОЧЕРКА 

В отличие от определения характеристик, используемых для описания клавиатурного почерка, остается 
открытым вопрос об изменчивости клавиатурного почерка в зависимости от внешних условий. Зачастую, эта-
лонный шаблон, полученный на этапе регистрации и в заранее заданных условиях, имеет тенденцию менее по-
казательно отражать поведение пользователя при вводе того же текста с течением времени. Основной причиной 
«устаревания» шаблона КП исследователи [7] называют внутриклассовую изменчивость. Как отмечено в работе 
[14] последнее может быть связано с: 

1. Приобретенным опытом ввода пароля: человек привыкает вводить установленный набор символов 
(например, делает это с каждым разом быстрее), что приводит к изменению клавиатурного почерка; 

2. Эмоциональным состоянием и активностью пользователя: на поведение пользователей может сильно 
повлиять их настроение (стресс, гнев, счастье и т.д.) или физическое самочувствие (усталость, болезнь и т.д.);  

3. Разными клавиатурами: взаимодействие пользователей с клавиатурой меняется в зависимости от ее 
раскладки, типа (виртуальная или реальная) и даже в зависимости от используемого устройства (компьютер, 
ноутбук, смартфон).  

На сегодняшний день, уже существуют механизмы учета большинства из рассмотренных факторов, а как 
следствие, и методы адаптации клавиатурного почерка. Например, учет приобретенного опыта ввода пароля можно 
наблюдать математически и корректировать за счет предварительного обучения на независимой парольной фразе 
[8] или уменьшения числа попыток ввода на фазе регистрации, а учет типа клавиатуры может производиться за 
счет создания эталона, основанного на сочетании динамики набора текста на разных клавиатурах [6].  

При этом до сих пор наименее изученными и плохо поддающимися учету факторами остаются психофи-
зиологические состояния человека, как на фазе регистрации почерка, так и во время непосредственной аутен-
тификации. Одним из таких состояний, способных оказывать значительное влияние на работоспособность че-
ловека, и, как следствие, на качество клавиатурного почерка, является состояние усталости. Оценка влияния 
состояния усталости на КП приведена в следующем разделе. 

 
IV. ОЦЕНКА ВЛИЯНИЯ СОСТОЯНИЯ УСТАЛОСТИ НА СКОРОСТЬ ПЕЧАТИ ПОЛЬЗОВАТЕЛЯ 

В качестве характеристики, описывающей КП, была выбрана скорость печати ключевого слова (количе-
ство букв в секунду), состоящего из 12 символов кириллицы нижнего регистра. Выбор характеристики скоро-
сти во многом объясняется простотой ее извлечения и дальнейшей обработки, а также распространённостью 
данного параметра при аутентификации пользователя по клавиатурному почерку.  

 В исследовании принимали участие 30 испытуемых, которых на протяжении пяти дней просили осу-
ществлять по 25 попыток ввода заранее заданного пароля утром (перед началом рабочего дня) и вечером (после 
окончания рабочего дня). Запись попыток производилось с помощью специального программного обеспечения, 
позволяющего сохранять и экспортировать в среду обработки датасет по каждой из попыток каждого отдельно-
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го пользователя. Попытки, при которых пользователь неправильно вводил ключевое слово или пытался его ис-
править, затрачивая дополнительное время – не засчитывались. 

Для оценки влияния усталости на скорость печати парольного слова (или его отсутствия) было выбрано 
два критерия:  

1. Уменьшение среднего значения скорости печати к концу рабочего дня в случае влияния усталости на 
динамику печати или ее неизменность в случае отсутствия такого влияния. 

2. Изменение вида частотного распределения скорости печати утром и вечером.  
Последний критерий объясняется также предположением о том, что, если процесс аутентификации по 

скорости свести к задаче проверки гипотезы о принадлежности нового наблюдения (новой анонимной попытки 
ввода ключевого слова) генеральной совокупности шаблона, то факт нормальности распределения наблюдений 
также становится значимым для возможности использования t-критерия Стьюдента следующего вида: 
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– выборочное стандартное отклонение. 

Проверка же нормальности распределения скорости печати в зависимости от усталости испытуемых 
можно оценивать с помощью критерия Шапиро-Уилка, так как он удобен для небольших выборок и его хорошо 
применим при отсутствии априорной информации о типе возможного отклонения от нормальности: 
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Исходя из первого критерия оценки влияния состояния усталости на скорость печати парольного слова, 
были получены результаты, представленные в таблице 1 (таблица иллюстрирует показатели трех случайно вы-
бранных испытуемых). 

 
ТАБЛИЦА 1 

ИЗМЕНЕНИЕ СРЕДНИХ ЗНАЧЕНИЙ СКОРОСТИ ПЕЧАТИ В ТЕЧЕНИЕ ДНЯ 
 

 День 1 День 2 День 3 День 4 День 5 
Утро Вечер Утро Вечер Утро Вечер Утро Вечер Утро Вечер 

№1 3.177 3.475 3.935 3.704 4.488 3.680 4.104 4.030 4.281 4.191 
№2 4.310 4.373 4.319 4.394 4.454 4.196 4.368 4.325 4.378 4.282 
№3 2.692 2.521 2.961 2.906 2.930 2.738 2.830 2.552 2.826 2.649 

 
Из таблицы видно, что вечером средние значения скорости оказываются ниже, чем утренние, то есть ис-

пытуемые пишут одно и то же парольное словно вечером медленнее, чем утром. Для первых двух испытуемых 
такая тенденция прослеживается в 60% случаев, для третьего в 100% случаев. Такое наблюдение не позволяет 
отвергнуть гипотезу о влиянии усталости на скорость печати.  

Дополнительно можно проследить, как изменяются характеристики частотного распределения скоростей 
(рис. 1) и определить p-значения с помощью критерия Шапиро-Уилка утром и вечером, при уровне значимости 
α = 0.05 (таб. 2). 
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ТАБЛИЦА 2 
ЗНАЧЕНИЯ КРИТЕРИЯ ШАПИРО-УИЛКА УТРОМ И ВЕЧЕРОМ 

 
 Утро Вечер 

№1 2.074e-07 5.723e-05 
№2 0.0006333 3.075e-06 
№3 8.037e-05 0.001069 

 

 
 

а) изменение частотных распределений для испытуемого №1 
 

  
б) изменение частотных распределений для испытуемого №2 

 

 
 

в) изменение частотных распределений для испытуемого №3 
 

Рис. 1. Графики частотных распределений скорости печати в начале и конце рабочего дня 
 
В зависимости от времени суток (утро и вечер) характер частного распределения меняется, что подтвер-

ждает гипотезу о том, что состояние человека, в данном случае усталость, в момент сбора клавиатурного по-
черка оказывает влияние на скорость печати, а, следовательно, и на качество аутентификации по КП. 
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V. ВЫВОДЫ И ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В данной работе была предложена оценка влияния одного из факторов, а именно усталости, на такую ха-
рактеристику КП, как скорость набора пароля. В результате оценки был сделан вывод о наличии влияния со-
стояния усталости на скорость печати пользователя, что не может не отразиться на качестве процесса аутенти-
фикации, если подобный фактор не учитывать.  

В дальнейших исследованиях влияния состояний человека на КП и определения достоверной области 
аутентификации пользователя отдельный интерес представляет задача разработки универсального алгоритма 
оценки влияния выше указанных факторов на КП, а также реализация адаптационного механизма, позволяюще-
го как минимум учитывать, а как максимум нивелировать подобные факторы с целью повышения качества 
процесса аутентификации и степени защиты системы. 
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Аннотация. В статье рассматриваются две часто используемые системы распознавания речи – 

YandexSpeech.Kit и Google Speech Recognition. Проводится сравнение данных систем при распознавании 
зашумленной речи при разных отношениях сигнал/шум. На речь уровня 65 дБ накладывается шум, от-
личающейся от нее по уровню от 20 дБ до -5 дБ с шагом 5 дБ. Отмечается, что предварительное обучение 
системы распознавания речи не проводится, в эксперименте применяются голоса четырех дикторов об-
щей длительностью записи 100 минут. Экспериментальным путем выявлено, что при низком отношении 
сигнал/шум системы распознавания речи справляются недостаточно качественно, следовательно, их 
необходимо доработать для того, чтобы при низком отношении сигнал/шум иметь приемлемый коэффи-
циент распознавания. 
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I. ВВЕДЕНИЕ 

В современном мире существует тенденция несанкционированного получения информации путём при-
менения различных способов и инструментов. Беспрепятственное функционирование и развитие предприятий 
зависит от усовершенствования деятельности в области обеспечения информационной безопасности, касаю-
щихся производства. 

Одним из источников важной информации организации являются совещания, на которых представляют-
ся материалы по имеющимся результатам и планам работ. Присутствие большого количества людей и большие 
размеры помещений ставят перед этими организациями проблему сохранения коммерческой тайны. Защита 
информации при проведении совещаний с участием представителей сторонних организаций имеет актуальное 
значение и в этих условиях промышленный шпионаж, как сфера тайной деятельности по добыванию, анализу, 
хранению и использованию информации приобретает большой размах и охватывает все стороны рыночной 
экономики. 

Для приведения в соответствие данных помещений под требования защищенности от утечки по вибро-
акустическим каналам, принято руководствоваться инструментально-расчетным методом оценки разборчиво-
сти речи, разработанной Хоревым А.А., Желязняком В.К. и Макаровым Ю.К. [1], который, в свою очередь, ос-
нован на результатах экспериментальных исследований, проведенных Н.Б. Покровским [2]. Разборчивость речи 
является некоторой интегральной оценкой речевого сигнала и в соответствии с международным стандартом 
ISO/TR 4870 определяется как «степень, с которой речь может быть понята (расшифрована) слушателями». 
Следует отметить, что формантный метод Покровского ориентирован на оценку качества линий связи, и усло-
вия проведения экспериментов существенно отличаются от реальных возможностей злоумышленника в области 
защиты информации.  
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Ранее, в работе [3] были затронуты методы распознавания речи, основанные на машинном обучении, и 
выдвинут метод глубокого обучения, так как он является успешным для акустического моделирования распо-
знавания речи. Из метода глубокого обучения выделяют алгоритмы, такие как сверточные нейронные сети и 
рекуррентные нейронные сети, среди которых наиболее перспективным представляется метод с кратковремен-
ной памятью для очистки от шума и улучшения речи. Этот метод предназначен для выделения из наблюдаемо-
го шумового речевого сигнала базовой чистой речи, однако модель предусматривает предварительное обуче-
ние, что в реалиях задач, стоящих перед нами в вопросах защиты информации, представляется недостаточно 
мобильным. Использование методов, предусматривающих предварительное обучение, не является приоритет-
ным ввиду «дефицита времени» проведения исследований защищаемых помещений. 

Так как в статье [4] удобной средой разработки для применения метода глубокого обучения был признан 
Python, то на основе этого можно воспроизвести в виде эксперимента распознавание речи стандартными мето-
дами, имеющимися в нашем распоряжении в свободном доступе.  

Таким образом, целью нашего исследования является выявление экспериментальным путем метода рас-
познавания речи с наилучшими показателями распознавания речи без предварительного обучения. 

 
II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

В данной работе необходимо рассмотреть наиболее часто используемые системы распознавания речи, 
провести их сравнение, рассмотреть работу программы, разработанную на языке Python и, при помощи данной 
программы, проанализировать работу системы, если она будет распознавать зашумленную речь. На основе про-
веденного эксперимента необходимо выделить систему распознавания речи, которая соответствует нашей цели. 

 
III. ТЕОРИЯ 

Реализовать систему распознавания речи непросто, это требует глубокое понимание основ распознава-
ния речи. Поэтому наиболее перспективным направлением является внедрение в разрабатываемые приложения 
уже реализованные системы распознавания речи, предоставляемые корпорациями в этой области, например, 
такие как Google, Yandex и пр. Рассмотрим особенности систем распознавания речи двух наиболее успешных и 
часто используемых представителей в этой области – Google Speech Recognition и Yandex.SpeechKit. 

Google Speech Recognition разрабатывалась для задачи поиска информации в сети Интернет, прибегая к 
использованию голоса человека. На данный момент Google улучшил распознавание речи, используя техноло-
гию во многих своих приложениях, например, голосовой поиск на смартфонах и планшетах, голосовые коман-
ды, голосовой ввод, API-интерфейсы разработчиков операционной системы Android, голосовой поиск на рабо-
чем столе компьютера пользователя, субтитры на видеохостинге YouTube, переводчик Google Translate, нави-
гация Google Maps. После применения нейронных сетей с методом глубокого обучения, в 2015 году компания 
добилась коэффициента ошибок равный 8%, и совершенствуясь, процент ошибок уменьшается [5]. Рекуррент-
ные нейронные сети - алгоритм глубокого обучения, в основу которых входят нейросетевая темпоральная клас-
сификация и дискриминантный анализ для цепочки последовательностей, чтобы была возможность обучать 
аналогичные структуры сетей. Рекуррентные нейронные сети в своей топологии обособлены циклами обратной 
связи, которые позволяют распознавать речь, сказанная сразу, не делив её по участкам. Для распознавания речи 
Google применяет рекуррентные нейронные сети с длинной кратковременной памятью. Данный вид сетей 
справляется лучше других нейронных сетей с запоминанием и обработкой информации благодаря сложным 
механизмам гейтов и ячейкам памяти [6, 7]. Система распознавания речи достаточно популярна среди исследо-
вателей в этой области, например, в статье [8] авторы применяют Google Speech Recognition в качестве предска-
зания фонемной путаницы у слушателей. Основывается предсказание на глубоких нейронных сетях (DNN) и на 
прослушивании группы людей с нормальным слухом тестовых записей. Также, в работе [9] авторы провели 
распознавание речи при помощи системы Google для разработки системы умного дома – это аудиозаписи, вы-
бранные из разных источников, с вычислением частоты ошибок в словах.  

Система распознавания речи Yandex SpeechKit имеет сходства с Google Speech Recognition. Данная си-
стема распознавания речи все больше стала внедряться в приложения и программы, на данный момент умеет 
распознавать большое количество языков. Yandex Speech.Kit принимает на вход речь, а на выходе получается 
распределение вероятностей по частям фонем (обычно это третья часть фонемы). Эта речь делится на участки, 
каждый из которых составляет 25 миллисекунд. Стандартный участок составляет 10 миллисекунд, получается, 
что соседние участки пересекаются между собой частично. Спектр акустического сигнала предоставляет боль-
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ше информации, чем амплитуда колебаний по времени [10]. В данной системе распознавания речи заложены 
логарифмированный и масштабированный спектр, это подобно восприятию человеческого слуха (Мел-
преобразование). В результате дискретного косинусного преобразования выявленных величин, получаются 
мел-кепстральные коэффициенты — это вектор, в основном состоящий из 13 вещественных чисел. Они приме-
няются как вход акустической модели «в сыром виде», но чаще подвергаются множеству дополнительных пре-
образований. Существует множество методов улучшения акустической модели, однако наиболее значительный 
эффект имеет переход от модели гауссовой смеси к нейронным сетям с методом глубокого обучения, что по-
вышает качество распознавания практически в два раза. Нейронные сети лишены ограничений, характерных 
для гауссовых смесей, обладают лучшей обобщающей способностью, более устойчивы к шуму и обладают 
лучшим быстродействием [11, 12]. Данную систему в своих работах рассматривают многие авторы. Так, в ра-
боте [13] обсуждается опыт внедрения системы автоматизации электронной библиотеки в специализированную 
библиотеку для слепых. Здесь рассматриваются методы и принципы работы с программным обеспечением для 
слепых и слабовидящих людей, где авторы внедряют облачные технологии Yandex SpeechKit. В статье [14] ав-
торами выявлена и обоснована необходимость преобразования радиопередачи в стенографический отчет и ее 
дальнейший анализ при помощи системы распознавания речи Yandex.SpeechKit.  

Достоинства и недостатки систем распознавания речи Google Speech Recognition и Yandex.SpeechKit 
представлены в табл. 1. 

 
 

ТАБЛИЦА 1 
ДОСТОИНСТВА И НЕДОСТАТКИ GOOGLE SPEECH RECOGNITION И YANDEX.SPEECHKIT 

 
Система распознавания 

речи 
Достоинства Недостатки 

Google Speech  
Recognition 

- Распознавание непрерывной речи; 
- Огромное количество пользователей; 
- Бесплатное использование интерфейса 
программируемых приложений 

- Распознает не больше 10000 знаков 
за один запрос; 
- При выходе обновления сервера и 
адреса сервера необходимо коррек-
тировать программу для восстанов-
ления работоспособности 
 

Yandex.SpeechKit - Распознавание непрерывной речи; 
- Имеется понятная документация; 
- В основном ориентирована на русскую 
речь. 

- Является платной. 

 
IV. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТОВ 

Чтобы воспользоваться данными системами распознавания речи, необходимо воспользоваться про-
граммным обеспечением, разработанным на языке Python и воспользоваться библиотекой Speechrecognition 
[15]. Эта библиотека довольно просто используется для целей распознавания речи, потому что она поддержива-
ет словарь русских слов, быстрый отклик на произнесенную речь. Данный модуль работает при постоянной 
связи с системами распознавания речи (Google Speech Recognition, Yandex.SpeechKit). 

Суть экспериментального действия состоит в том, что необходимо рассмотреть, как будет вести себя си-
стема распознавания речи, если ей дать на распознавание зашумленную речь. Для этого мы решили воспользо-
ваться шумомером ZET 110 и микрофоном BC501 с частотой дискретизации 50 кГц. Также нам необходимо 
воспользоваться программой, предназначенной для обработки звука, наш выбор пал на Adobe Audition [16]. 
Данная программа обладает большими возможностями для обработки звука – позволяет произвести корректи-
ровку звука при помощи эквалайзера, добавить шумы на аудиодорожку, также для Adobe Audition создано 
множество плагинов, что упрощает работу пользователя со звуком. 

С акустического излучателя будет подаваться зашумленная речь. Таким образом, установим шумомер и 
микрофон на расстоянии одного метра от акустического излучателя. На рис. 1 показана схема расположения 
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оборудования для проведения эксперимента. Расстояние между шумомером и микрофоном составляет менее 
0,1 м., что позволяет нам пренебречь этим.  

 

 
Рис. 1. Схема расположения оборудования для проведения эксперимента 

 
Образцы речевого сигнала были записаны в тихом помещении (с минимально вносимыми в речь поме-

хами), с помощью группы аудиторов, состоящей из четырех человек. Средняя длина записи речи одного ауди-
тора составила 25 минут. Уровень речи аудиторов в среднем составил 65 дБ. В итоге, мы получили аудиозапись 
длиною 100 минут. Отметим, что для наших целей необходимо использовать методы распознавания речи без 
предварительного обучения. 

На первом шаге эксперимента к нашей речи, с помощью программы Adobe Audition, накладываем белый 
шум так, чтобы получить отношение сигнал/шум равный 20дБ (уровень сигнала превышает уровень шума). 
Далее, при каждой следующей итерации, мы будем повышать уровень шума таким образом, чтобы снижалось 
отношение полезный сигнал/шум на 5дБ, от 20 дБ до -5 дБ. Полученная речь была нами записана в аудиофайл, 
чтобы рассмотреть, при каком отношении сигнал/шум система распознавания речи будет некачественно выде-
лять слова. 

Далее полученные аудиофайлы предоставляются для распознавания речи методам YandexSpeech.Kit и 
Google Speech Recognition. Данные методы позволяют представлять полученные результаты распознавания в 
виде текста, чем мы воспользовались и получили результаты распознавания речи в виде текстов по каждому 
методу распознавания на каждом шаге. Полученные результаты были сравнены как побуквенным методом, так 
и аудиовизуальным методом сравнения самих авторов данной статьи.  

По результатам проведенных экспериментов, составлена таблица 2, в которой представлены сравнитель-
ные оценки качеств непрерывных речей уже использованных нами ранее нейросетевых методов распознавания 
речи с предварительным обучением (первый столбец – классический сверточный алгоритм распознавания речи, 
второй столбец - LSTM модель, третий столбец – гибридный вариант, ориентированный на распознавание речи 
в шумной среде, четвертый столбец – алгоритм распознавания речи, основанный на LSTM-модели, представ-
ленный в [17], ориентированный на распознавание речи в шумной среде), и нейросетевых моделей без предва-
рительного обучения Yandex Speech.Kit и Google Speech Recognition. 

 
ТАБЛИЦА 2 

СРАВНЕНИЕ ПОЛУЧЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ СИСТЕМ РАСПОЗНАВАНИЯ РЕЧИ  
И РЕКУРРЕНТНЫХ НЕЙРОННЫХ СЕТЕЙ С ОБУЧЕНИЕМ 

 
SNR 
(дБ) 

DNN-DM LSTM-DM 
Multiple 
Models 

LSTM-RNN 
Yandex 

Speech.Kit 
Google Speech 

Recognition 
20 0.940 0.947 0.970 0.968 0.915 0.936 

15 0.918 0.929 0.949 0.948 0.890 0.902 

10 0.874 0.893 0.913 0.911 0.871 0.878 

5 0.802 0.837 0.855 0.852 0.774 0.795 

0 0.700 0.756 0.771 0.765 0.674 0.632 

-5 0.577 0.645 0.660 0.642 0.200 0.079 
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V. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 

Таким образом, если сравнивать технологии распознавания речи, то любой из представленных методов 
распознавания пока что недостаточно хорошо работает при низких отношениях сигнал/шум, но сравнительно 
лучшие результаты показывают методы с использованием глубоких нейронных сетей, особенно рекуррентные 
нейронных сети. 

Однако использование глубоких нейронных сетей в задачах защиты информации накладывает необхо-
димость длительного обучения на конкретных акустических моделях. А для получения необходимых результа-
тов в «полевых» условиях может потребоваться слишком много времени. 

Что касается алгоритмов распознавания речи, как Yandex Speech.Kit и Google Speech Recognition, то при 
высоком отношении сигнал/шум более приоритетным является использование технологии компании Google, 
однако с понижением отношения сигнал/шум более точное распознавание речи удается у технологии Yandex 
Speech.Kit. Тем не менее, данные методы не выдерживают конкуренции с алгоритмами распознавания речи, 
ориентированными на работу с предварительным обучением.  

 
VI. ВЫВОДЫ И ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Следовательно, целесообразным должна быть разработка метода распознавания речи, позволяющая ис-
пользовать уже частично обученную заранее известным нашему алгоритму распознавания тестовым сигналом 
модель, вкупе с распознаванием «на лету». 

Также актуальной задачей встает проблема подготовки такого тестового сигнала, который бы был сфор-
мирован из речи нескольких дикторов, охватывал множество различий в спектральных характеристиках раз-
личных типов речи, с целью его дальнейшего использования в качестве предварительного кратковременного 
обучения, перед проведением исследований помещений. 
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рической слуховой системы человека в программной среде LabVIEW. Приводится краткое описание 
принятой информационной модели, предлагаемой для реализации в программной среде. Даются деталь-
ные пояснения к каждому элементу модели, выполненному в среде LabVIEW. Приводится основной 
функционал пользовательской части программы. Работа носит, по сути, постановочный характер и 
предлагает последовательность дальнейших необходимых исследований разработанной модели.  
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I. ВВЕДЕНИЕ 

В настоящее время для оценки разборчивости речи в различных прикладных задачах (строительная аку-
стика, медицина, речевые коммуникации, психоакустика, защита информации и др.) применяются разные мето-
ды, которые можно разделить на субъективные и объективные. Первые основаны на артикуляционных испыта-
ниях с привлечением бригад дикторов и аудиторов; вторые – на измерении параметров речевых сигналов и шу-
мов с последующим вычислением разборчивости на основе принятых моделей связи этих параметров с разбор-
чивостью речи [1]. В России, в основном, используется формантный метод Покровского Н.Б. [2]. Однако, дан-
ный метод был разработан более семидесяти лет назад и, естественно, не отражает современные достижения в 
области психоакустики и физиологии. 

В данной работе за основу принята информационно-измерительная модель периферической слуховой си-
стемы человека, предложенная в [3], как наиболее полно, по мнению авторов, учитывающая особенности функ-
ционирования этой системы. 
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Целью работы является проверка корректности предложенной модели и ее оптимизация на основе ком-
пьютерного моделирования в среде LabVIEW. 

 
II. ОПИСАНИЕ ИНФОРМАЦИОННОЙ МОДЕЛИ ПЕРИФЕРИЧЕСКОЙ СЛУХОВОЙ СИСТЕМЫ ЧЕЛОВЕКА. 

Функциональная схема модели приведена на рис. 1 [3] и включает следующие элементы. 
 

 
 

Рис. 1. Информационная модель периферической слуховой системы для определения разборчивости 
 

1. Первичный преобразователь микрофон. Преобразует входной акустический сигнал в электрический. 
Важно подчеркнуть, что микрофон должен быть измерительным с уровнем собственных шумов порядка  
20 дБА. 

2. Усилитель с неравномерной АЧХ (подъем на 12-15 дБ в районе 3-4 кГц). Учитывает различия чув-
ствительности уха на разных частотах, а именно повышенную чувствительность в области 3-4 кГц, тем самым 
отражая работу наружнего уха в преобразовании входного акустического сигнала [4]. 

3. Амплитудный компрессор (корень кубический или квазилогарифм). Отражает нелинейную зависи-
мость перемещения барабанной перепонки среднего уха от амплитуды звуковых колебаний [4, 5]. 

4. Трансверсальный фильтр с полосами, соответствующими критическим полосам слуха, приведённым 
в табл. 1. Наиболее подходящей моделью разделения сигнала по критическим полосам является трансверсаль-
ный КИХ-фильтр с отводами на всех полосах. Набор фильтров позволяет разделить сигнал по частотным поло-
сам для их независимого анализа, аналогично различным участком базилярной мембраны внутреннего уха че-
ловека [6]. 

ТАБЛИЦА 1 
 КРИТИЧЕСКИЕ ПОЛОСЫ СЛУХА ( ПО ЦВИКЕРУ) 

1. 1-100 Гц 7. 630-770 Гц 13. 1720-2000 Гц; 19. 4400-5300 Гц; 

2. 100-200 Гц 8. 770-920 Гц 14. 2000-2320 Гц; 20. 5300-6400 Гц; 

3. 200-300 Гц 9. 920-1080 Гц 15. 2320-2700 Гц; 21. 6400-7700 Гц; 

4. 300-400 Гц 10. 1080-1270 Гц; 16. 2700-3150 Гц; 22. 7700-9500 Гц; 

5. 400-510 Гц 11. 1270-1480 Гц; 17. 3150-3700 Гц; 23. 9500-12000 Гц; 

6. 510-630 Гц 12. 1480-1720 Гц; 18. 3700-4400 Гц; 24. 12000-15500 Гц. 
 5. Интеграторы, определяющие среднюю энергию сигнала в каждой критической полосе. 
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3. ПРОГРАММНАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ МОДЕЛИ 

3.1. Программная реализация модели слуховой системы человека. 
Рассмотренная модель периферической системы человека реализована в программной среде LabVIEW. 

Анализируемый сигнал может считываться из wav-файла, либо генерироваться самой программой . На выходе 
программа выдаёт значения уровней в каждой частотной полосе, а также графики спектра обрабатываемого 
сигнала после каждого элемента преобразовательного тракта. 

3.1.1. Первичный преобразователь - сводится в данной реализации к чтению аудиофайла. 
3.1.2. Усилитель с неравномерной АЧХ 
Для первой реализации модели, форма области усиления принята симметричной (рис. 2). Ослабление 

сигнала данный блок информационной модели не предполагает. Поэтому стандартные БИХ и КИХ фильтры 
для решения данной задачи не подходят, так как они неизбежно имеют полосу задерживания с практически 
полным ослаблением входного сигнала. 

 

 
Рис. 2. АЧХ усилителя 

  
Для синтеза требуемого усилителя применен метод прямого и обратного преобразования Фурье: для 

входного сигнала выполняется преобразование Фурье, затем полученный спектр умножается на функцию уси-
ления требуемой формы, после чего для результирующего спектра выполняется обратное преобразование 
Фурье. В итоге получается сигнал с усилением в заданной полосе частот. 

Для реализации такого подхода использовались базовые функции преобразования Фурье, имеющиеся в 
LabVIEW. Для получения формообразующего сигнала, показанного на рис. 2. использовалась функция Гаусса, 
поскольку различные распределения в природных системах чаще всего имеют именно такую форму. Базовое 
выражение для функции Гаусса имеет вид: 

 

𝑔(𝑥) = 𝑎𝑎𝑒𝑒−
(𝑥−𝑏)2

2𝑐2        (1) 
 
Сама же функция имеет вид «колокола», имеющего по краям близкое к нулю значение. Параметр а опре-

деляет высоту «колокола», с – его ширину, а b – смещение по оси х. 
Для решаемой задачи получения требуемой формы АЧХ, ко всем значениям функции Гаусса необходимо 

прибавить 1 для исключения ослабления сигнала во всем диапазоне частот. Поэтому для требуемого коэффици-
ента усиления amplitude имеем: 

 
𝑎𝑎 = (𝑎𝑎𝑚𝑝𝑙𝑙𝑖𝑖𝑡𝑡𝑢𝑑𝑒𝑒 − 1)      (2) 

 
Смещение функции по оси абсцисс должно определяться в единицах частоты и численно зависеть от ча-

стотного разрешения df (которое, в свою очередь, определяется частотой дискретизации df = Fs/N, где N – чис-
ло точек сигнала). Поэтому для смещения «колокола» по частоте freq shift имеем: 

 
𝑏 = 𝑑𝑓𝑓 ∙ 𝑓𝑓𝑟𝑟𝑒𝑒𝑞 𝑠𝑠ℎ𝑖𝑖𝑓𝑓𝑡𝑡.     (3) 

 
Ширину «колокола» можно задать безразмерным коэффициентом width coef. При этом для того, чтобы 

ширина не зависела от числа точек N, необходимо включить в коэффициент это число N. Поэтому 
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1
(2𝑐2)

= 𝑤𝑖𝑖𝑑𝑡𝑡ℎ 𝑐𝑜𝑒𝑓

�𝑁 2� �
2        (4) 

 
Итоговая формула для функции усиления частот в заданном диапазоне имеет вид: 
 

𝑔(𝑥) = (𝑎𝑎𝑚𝑝𝑙𝑙𝑖𝑖𝑡𝑡𝑢𝑑𝑒𝑒 − 1) ∙ 𝑒𝑒−
(𝑥−𝑑𝑓∙𝑓𝑟𝑒𝑞 𝑠ℎ𝑖𝑓𝑡)2∙𝑤𝑖𝑑𝑡ℎ 𝑐𝑜𝑒𝑓

(𝑁/2)2 + 1    (5) 
 
В результате работы данного модуля получается набор из N точек, соответствующих по значениям фор-

ме АЧХ усилителя, показанной на рис. 2, с точностью до параметров. Реализация этого модуля представлена на 
рис. 3. 

 

 
Рис. 3. Реализация в LabVIEW функции Гаусса для генерирования функции усиления  

с требуемой АЧХ 
 
3.1.3. Амплитудный компрессор 
По своей сути, компрессор амплитуды, моделируя преобразование акустического сигнала в среднем ухе, 

должен работать по степенной зависимости, потому что применение функции логарифма к входному сигналу 
невозможно по следующим причинам: 

• Логарифм не определен для отрицательных значений, в то время как, акустический сигнал является би-
полярным. 

• Логарифм не определен для нулевого значения. 
Таким образом, можно применять функцию кубического корня, которая не имеет указанных недостатков 

и по форме при значениях аргумента больше 1 близка к функции логарифма (при соответствующем масштаби-
рующем коэффициенте. Либо же логарифм смещенного на 1 модуля входного сигнала с присвоением ему знака 
исходного сигнала (квазилогарифм). 

В рамках данного исследования реализован (рисунок 4) второй подход, то есть квазилогарифм, который 
определяется формулой (6). 

 
𝑦(𝑥) = 𝑙𝑙𝑔(|𝑥| + 1) ∙ 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑔𝑛𝑛(𝑥)      (6) 

 

 
 

Рис. 4. Реализация в LabVIEW квазилогарифмической функции 
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3.1.4. Полосовая фильтрация 
Особенность фильтрации колебаний во внутреннем ухе заключается в том, что участок базилярной мем-

браны, отвечающий за определенную критическую полосу, возбуждается от механических колебаний соответ-
ствующей области частот и гасит эти колебания. При этом такой механический фильтр не имеет четкой грани-
цы области пропускания и области задерживания. Поэтому частично гасятся частоты соседних критических 
полос. Базилярная мембрана расположена в улитке так, что по пути следования акустической волны из средне-
го уха, сначала следуют участки, воспринимающие (и гасящие) высокочастотные составляющие, а далее – низ-
кочастотные. То есть критические полосы расположены в порядке от 24-й к 1-й. В связи с этим, в модели реа-
лизовано 24 полосовых фильтра, на вход каждого из которых поступает входной сигнал (параллельная филь-
трация), а также, перед каждым полосовым фильтром (кроме первого, соответствующего 24-й критической по-
лосе) стоит режекторный фильтр, отфильтровывающий составляющие предыдущей полосы, а также частично – 
текущей (последовательная фильтрация, реализация представлена на рис. 5). Между этими двумя вариантами 
фильтрации можно оперативно переключаться во время работы программы. Это будет необходимо позже, для 
анализа влияния разного исполнения этого блока модели. 

В обоих случаях используются полосовые КИХ-фильтры 199-го порядка с частотами среза, соответству-
ющими граничным частотам критических полос. В случае последовательной фильтрации также применяются 
аналогичные режекторные фильтры – того же типа, порядка и с такими же граничными частотами. 

 

 
 

Рис. 5. Реализация последовательного фильтра в LabVIEW 
 

4.1.5. Интеграторы 
Интеграторы позволяют оценить среднюю энергию сигнала в каждой из критических полос, что позво-

ляет перейти к оценке формантной разборчивости. Оценка производится по формуле:  
 

𝐼ср. = 1
𝑡𝑡2−𝑡𝑡1 ∫ 𝑧𝑘2(𝑡𝑡)𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡2

𝑡𝑡1        (7) 

 
Здесь zk(t) – сигнал на выходе k-го фильтра, на вход которого подан исходный сигнал после усиления и 

компрессии, а в случае последовательного фильтра – после режекторного фильтра предыдущей полосы. 
Кроме этого, в данном модуле реализовано логарифмирование мощности для перехода к децибелам, по 

формуле: 
 

𝐼𝑑𝐵 = 10𝑙𝑙𝑔 �𝑃𝑃ср.
𝑃𝑃0
�        (8) 

 
Здесь I0 – мощность акустического сигнала на пороге слышимости.  
Такой интегратор, соответственно, ставится на выходе каждого полосового фильтра. Реализация пред-

ставлена на рис. 6. 
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Рис. 6. Реализация интегратора в LabVIEW 

 
3.2. Пользовательская часть интерфейса 
Интерфейс программы позволяет оперативно изменять общую модель включая и выключая различные 

элементы, а также изменяя параметры того или иного элемента. Помимо этого, на интерфейс выведены графи-
ки формы входного сигнала и амплитудного спектра до (начальный сигнал) и после фильтрации. На рис. 7–8 
приведён внешний вид пользовательского интерфейса. 

 

 
 

Рис. 7. Панель настроек программы 
 

 
 

Рис. 8. Панель графиков обрабатываемого сигнала 
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V. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

 
5.1. Дальнейшее применение модели. 
Благодаря реализации данной информационной модели в программной среде LabVIEW, можно провести 

достаточно обширный сравнительный анализ путём включения вышеупомянутых блоков модели в различных 
конфигурациях и оценке результатов, полученных в каждой из них. 

В первую очередь результаты такого анализа дадут понимание того, какие модули в модели вносят весо-
мый вклад в конечное значение разборчивости речи. В частности, разбиение на 24 частотные полосы может 
быть излишним, так как на границах исследуемого частотного диапазона количество формант невелико. Также, 
у каскада усилителя с неравномерной АЧХ, изменение параметров самой формы АЧХ может не вносить суще-
ственных различий в конечный результат. Все остальные блоки также подлежат проверке по такому же прин-
ципу. 

Следующим шагом будет сравнение новой модели с существующей, путём анализа одних и тех же ис-
ходных файлов используя две версии программы: в режиме новой модели и в режиме существующей. После 
анализа результатов этого сравнения можно будет сказать, насколько целесообразно использовать новую мо-
дель вместо текущей, а именно изменится ли результаты расчёта разборчивости речи.  

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Реализация в программной среде функций наружного, среднего и внутреннего уха, позволит наиболее 
просто и достоверно интерпретировать модель слуховой системы человека, так как допускает изменение соста-
ва и параметров отдельных элементов. 

Принимая в расчёт особенности программной среды LabVIEW, дальнейшие перспективы программы мо-
гут заключаться в создании на ее основе программно-аппаратного комплекса, обеспечивающего расчёт разбор-
чивости речи в реальном времени.  
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Аннотация. Статья посвящена проблеме геометрического моделирования теплозащитных свойств 

пушно-меховых полуфабрикатов, которые рассматриваются как сложные многокомпонентные системы 
с взаимно зависимыми параметрами. Целью работы является построение кусочно-постоянных прогно-
зирующих моделей в условиях ограниченного количества экспериментальных данных. Задача исследо-
вания формулируется как построение статических математических моделей, прогнозирующих свойства 
пушно-меховых полуфабрикатов в статическом состоянии. Геометрические модели строятся в виде по-
стоянных функций в пространстве входных и выходных параметров. Пространство входных параметров 
разбивается на области, соответствующие кластерам на множестве экспериментальных образцов. Про-
веденные исследования позволяют обосновать выбор полуфабрикатов с заданными характеристиками 
для изготовления теплозащитной одежды. Предложенный метод геометрического моделирования может 
быть одним из модулей разработанного программного средства «Гиперспуск», что позволяет решать 
указанные выше задачи прогнозирования.  

 
Ключевые слова: многокомпонентная система, пушно-меховой полуфабрикат, теплозащитные 

свойства, геометрическое моделирование, прогнозирование 
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I. ВВЕДЕНИЕ 

Натуральный мех обладает высокими теплозащитными свойствами. Это обусловлено малой воздухопро-
ницаемостью кожевой ткани и высоким тепловым сопротивлением волосяного покрова, образующим воздуш-
ную прослойку. В зависимости от высоты и густоты волосяного покрова, толщины и плотности кожевой ткани 
теплозащитные свойства пушно-меховых полуфабрикатов значительно различаются. Это обусловливает не 
только разный подход к выбору конструктивного решения модели, но и к выбору материалов в теплозащитный 
пакет. Тепловое сопротивление пушно-меховых шкурок зависит не только от вида меха, но и от породы живот-
ного, группы качества, вида отделочных операций и других факторов. Поэтому разработка методов и моделей 
прогнозирования теплозащитных свойств пушно-меховых полуфабрикатов является актуальной задачей. 

Геометрическая постановка построения прогнозирующих моделей для свойств изделий из пушно-
меховых полуфабрикатов характеризуется следующими особенностями. Во-первых, важной проблемой обра-
ботки и анализа данных является многофакторность объектов исследования. Многие факторы, влияющие на 
теплозащитные свойства, учесть или невозможно, или трудно. Во-вторых, иногда наблюдается отсутствие вос-
производимости результатов экспериментов при одних и тех же значениях входных параметров. Это можно 
объяснить влиянием неизвестных и неучтенных факторов. В-третьих, некоторые входные параметры пушно-
меховых полуфабрикатов могут носить качественный характер. В-четвертых, построение прогнозирующих мо-
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делей в виде моноидальной гиперповерхности в пространстве входных и выходных параметров требует боль-
шого числа экспериментальных образцов, полученных по определенному плану. Это затруднительно, так как 
вырастить животное с заданными заранее свойствами меха невозможно. Ограниченное количество эксперимен-
тальных данных требует реализации следующего подхода к моделированию. Сначала рассматривается возмож-
ность разбиения данных на группы и описание свойств каждой группы кусочно-постоянными функциями. По-
сле накопления большего количества данных на некоторых группах можно строить полиномиальные модели 
различной степени. В дальнейшем можно реализовать кусочно-полиномиальную модель для всей области из-
менения входных параметров [1]. 

 
II. ЦЕЛЬ И ОБЪЕКТ ИССЛЕДОВАНИЯ 

Целью данного исследования является определение зависимости теплозащитных свойств пушно-
меховых полуфабрикатов от их вида и показателей строения. К показателям строения относятся геометриче-
ские и массовые характеристики кожевой ткани и волосяного покрова. Наличие таких зависимостей позволит 
прогнозировать теплозащитные свойства пушно-меховых полуфабрикатов и осуществлять их обоснованный 
выбор для изделий с учетом климатических условий эксплуатации. 

Исследования по определению теплозащитных свойств проводились на различных пушно-меховых по-
луфабрикатах, для построения геометрической модели выбраны только шкурки кролика разных пород и видов. 
В качестве параметров использовались расчетные характеристики, представленные в табл. 1. 

 
ТАБЛИЦА 1 

МАССОВЫЕ И ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ МЕХА КРОЛИКА 
 

№  Наименование 
Толщина 
кожевой 

ткани, мм 

Высота пу-
хового во-
лоса, мм 

Плотность 
кожевой 

ткани, г/см3 

Плотность воло-
сяного покрова, 

г/см3 
1 Кролик 0,95 ± 0,1 6 ± 0,5 1,50 ± 0,2 0,056 ± 0,005 
2 Кролик 0,43 ± 0,05 9 ± 1,0 0,69 ± 0,07 0,048 ± 0,005 
3 Кролик 0,53 ± 0,05 25 ± 2,5 0,63 ± 0,07 0,025 ± 0,005 
4 Кролик 0,59 ± 0,05 15 ± 1,5 0,66 ± 0,07 0,033 ± 0,005 
5 Кролик 0,51 ± 0,05 10 ± 1,0 0,48 ± 0,05 0,040 ± 0,005 
6 Кролик 0,75 ± 0,07 9 ± 1,0 0,47 ± 0,05 0,033 ± 0,005 
7 Кролик 0,51 ± 0,05 5 ± 0,5 0,61 ± 0,07 0,027 ± 0,005 

 
III. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ 

Задача исследования была сформулирована как построение статических математических моделей, про-
гнозирующих свойства многокомпонентной системы в статическом состоянии [2]. Исходными данными для 
построения моделей служит ограниченная выборка реализаций входных параметров X и соответствующая вы-
борка реализации выходных параметров Y. В результате математическая прогнозирующая модель должна 
представлять собой нелинейное отображение пространства X входных параметров на пространство Y выход-
ных параметров и должна иметь вид Y = F(X, A). При этом dim X = n, dim Y = 1.  

Особенности задачи заключаются в следующем. Во-первых, может иметь место ограниченность числа 
реализаций входных и выходных параметров. Ограниченность выборки входных и выходных параметров за-
ключается в недоступности или отсутствии необходимого количества образцов с требуемыми характеристика-
ми. Если предположить, что для построения математической модели необходимо идентифицировать m-мерный 
вектор числовых параметров, который зависит от субъективно выбранной или объективно идентифицирован-
ной структуры модели, то, в общем случае, для определения m коэффициентов модели необходимо иметь не 
менее m реализаций. Во-вторых, предварительный анализ геометрической структуры исходных данных может 
противоречить формально построенной математической модели. Пример такого противоречия для n = 1 пока-
зан на рис. 1. Устранение противоречия осуществляется кусочно-постоянной моделью, показанной штриховой 
линией. Попытка устранить противоречие выбором более сложной модели может привести к появлению аб-
сурдных расчетных значений выходных параметров. В-третьих, число идентифицируемых параметров линей-
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ной модели может оказаться больше числа заданных реализаций. В этом случае возникает неопределенность в 
выборе непрерывной модели. Устранить такую неопределенность можно выбором кусочной модели. В-
четвертых, геометрическая структура данных может указывать на невозможность экстраполировать модель за 
пределы области входных параметров. Такие случаи возникают при близко расположенных друг к другу значе-
ниях входных параметров и сильно отличающихся друг от друга значениях выходных параметров. 

 

 
Рис. 1. Модели y = f(x):  

а – линейная, не противоречащая данным; б – линейная, противоречащая данным 
 
Таким образом, рассматривается n + 1-мерное точечное пространство X × Y. В пространстве X выделяет-

ся некоторая прямоугольная область X: ai ≤ xi ≤ bi. i = 1, …, n. В пространстве Y выделяется некоторый отрезок 
Y: ymin ≤ y ≤ ymax. Выделение области и отрезка осуществляется на основе априорной информации и физическо-
го смысла данных. В области X имеется конечное множество P точек Pi, i = 1, …, p. Каждая точка Pi ∈ P рас-
сматривается как некоторое n-мерное подмножество (x1 ± a1, x2 ± a2, …, xn ± an)i, ограниченное в координатах 
действительными отрезками. Следовательно, каждую точку Pi ∈ P можно интерпретировать как n-мерный па-
раллелепипед с ребрами длиной 2a1i, 2a2i, …, 2ani. Число точек Pi ∈ P может быть мало для построения регрес-
сионной модели, а их положение в области X может быть хаотичным и не подчиняется заранее принятому пла-
ну. Они могут образовывать группы близко расположенных точек, а могут располагаться более или менее рав-
номерно в области X. При таких условиях требуется построить аналитическую модель y = f(x1, …, xn) исследу-
емой системы и получить возможность прогнозировать значения выходного параметра для точек области X, не 
принадлежащих множеству P.  

Решения поставленной задачи мы выполняем в несколько этапов. На первом этапе осуществляется по-
строение многомерного выпуклого покрытия данного конечного множества P [3]. В нашем случае покрытие 
представляет собой многомерный выпуклый полиэдр или политоп. Множество P рассматривается в евклидовом 
пространстве En. Покрытие множества P представляет собой множество полупространств, пересечение которых 
содержит все точки множества P. В вычислительной геометрии рассматривается задача построения минималь-
ной выпуклой оболочки множества P. Для нашей задачи в построении минимальной выпуклой оболочки мно-
жества P нет необходимости. Принцип построения покрытия множества P для случая n = 2, p = 3 показан на 
рис. 2. Здесь  

 
P1(x1i ± a1i, x1j ± b1j), P2(x2i ± a2i, x2j ± b2j), P3(x3i ± a3i, x3j ± b3j), 

Xij = {x1i – a1i ≤ xi ≤ x3i + a3i} ∩ {x2j – b2j ≤ xj ≤ x1j + b1j} ∩ {xj ≥ f(x1i + a1i, x1j + b1j, x3i + a3i, x3j + b3j,)} ∩ 
∩ {xi ≥ f(x1i – a1i, x1j – b1j, x2i – a2i, x2j – b2j,)} ∩ {xi ≤ f(x2i + a2i, x2j – b2j, x3i + a3i, x3j – b3j)}. 

 
Область Xij представляет собой проекцию покрытия множества P на плоскость Oxixj. Комбинируя все 

двумерные проекции множества P по условиям i = 1, …, n – 1; j = 2, …, n; j > i, получаем n-мерное покрытие X 
множества P: X = ∩ Xij. Поскольку форма покрытия X заранее не известна, анализ её двумерных проекций поз-
воляет выявить корреляционные связи параметров xi. 
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y 

x 
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Рис. 2. Покрытие Xij множества P для n = 2, p = 3 

 
На втором этапе выполняется разбиение данных на кластеры [4, 5]. В основе разбиения лежит предполо-

жение, что геометрическая близость точек множества P означает близость физических параметров исследуемых 
объектов. Количество кластеров на множестве P заранее не известно и может быть в пределах от 1 до p. Бли-
зость точек Pi ∈ P, Pj ∈ P, i ≠ j, оцениваемая расстоянием d(Pi, Pj) в евклидовой или хемминговой метрике, зна-
чения не имеет. В пространстве X × Y выделяются слои: X × Yk ⊂ X × Y, Yk = {yk: yk

min ≤ yk ≤ yk
max}, 1 ≤ i ≤ p. 

При этом, в общем случае ∪Yk ≠ Y, а количество слоев может быть любым от imin = 1 до imax = p. Точки Pi ∈ P 
объединяются в один кластер при выполнении условия принадлежности yk

min ≤ yk (Pi) ≤ yk
max. Далее проверяется 

свойство связности полученного кластера. Кластер оказывается несвязным, когда для части точек Pi ∈ P, при-
надлежащих выпуклой оболочке данного кластера, значения yk(Pi) оказываются лежащими в другом слое. В 
этом случае точки со значениями yk(Pi) образуют новый кластер.  

На третьем этапе выполняется разбиение области X на подобласти, обладающие свойством близости фи-
зических параметров. Поскольку количество и расположение кластеров в области X определено, то требуется 
для каждого кластера определить геометрическое место точек области X, для которых расстояние до данного 
кластера меньше, чем до любого другого кластера. В результате мы получим разбиение области X на подобла-
сти без пустот. В вычислительной геометрии такая задача является задачей построения диаграммы Вороного 
порядка k в многомерном пространстве. Решение такой задачи связано со значительными алгоритмическими 
трудностями. Поэтому в описываемом случае выбран приближенный и более простой алгоритм разбиения. 
Принцип его построения показан на рис. 3. 

Для каждого кластера строится его выпуклая оболочка, которая всегда представляет собой замкнутую 
ломаную. Разделяющие гиперплоскости в области X выбираются из гиперплоскостей уровня, то есть из гипер-
плоскостей, параллельных координатным гиперплоскостям, параллельных n – 2-мерным координатным плос-
костям, ..., параллельных осям координат. На рис. 3 все разделяющие гиперплоскости, обозначенные штрихо-
выми линиями, перпендикулярны координатной плоскости Oxixj. Гиперплоскости, разделяющие два кластера, 
строятся как равноудаленные от этих кластеров. Равноудаленность рассматривается в метрике Хемминга, так 
как в этой метрике вычислительные алгоритмы значительно проще. 

На четвертом этапе строится кусочно-постоянная аппроксимация данных в пространстве X × Y. В каж-
дом слое строится постоянная функция 

 
yk = Σyi / pk, Pi(x1i, …, xni, yi) ⊂ Xk × Yk, i = 1, …, pk. 

 
Принцип построения аппроксимирующей монотонно изменяющейся кусочно-постоянной модели для 

трех связных кластеров и трех слоев Y1, Y2, Y3 пространства X × Y для n = 2 показан на рис. 4. 
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 Рис. 3. Построение разделяющих гиперплоскостей для кластеров 1, 2 и 3 в метрике Хемминга 

 

 
Рис. 4. Кусочно-постоянная аппроксимация структуры данных из трех кластеров и трех слоев 

 
IV. МЕТОД ИССЛЕДОВАНИЯ, МАТЕРИАЛЫ И ОБОРУДОВАНИЕ 

Теплозащитные свойства меховых полуфабрикатов оценивались по показателю суммарного теплового 
сопротивления, значения которого определяли по разработанному и запатентованному методу [6]. Суть метода 
заключается в определении времени остывания аккумулятора тепла, помещенного внутрь пакета из исследуе-
мого пушно-мехового полуфабриката. Теплозащитный пакет имеет форму полого цилиндра, вокруг боковой 
поверхности которого оборачивается лента, выполненная из исследуемого материала. Её противоположные 
концы плотно соединяются с помощью текстильной застежки. Основным элементом устройства является теп-
ловой аккумулятор, состоящий из геля в герметичной упаковке (рис. 5). В качестве геля для теплового аккуму-
лятора применялся полиакриламид с содержанием в нем жидкой фазы в количестве 85 ... 95 %. Температура 
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менялась в заданном интервале. Расчет суммарного теплового сопротивления осуществлялся по формуле Rsum = 
(S ⋅ t) / (c ⋅ m), где S – площадь образца, м2; t – время остывания аккумулятора, сек; c – теплоемкость аккумуля-
тора, Дж/кг⋅К; m – масса аккумулятора, кг. Результаты определения теплового сопротивления представлены в 
Табл. 2. 

 
Рис. 5. Схема устройства для определения суммарного теплового сопротивления 

 
ТАБЛИЦА 2 

РАСЧЕТНЫЕ ЗНАЧЕНИЯ СУММАРНОГО ТЕПЛОВОГО СОПРОТИВЛЕНИЯ 
 

№ Наименование Время остывания, сек Rsum, м2·К/Вт 
1 Кролик 5160 0,681 
2 Кролик 4680 0,617 
3 Кролик 4800 0,634 
4 Кролик 4740 0,625 
5 Кролик 4560 0,602 
6 Кролик 4320 0,570 
7 Кролик 3660 0,483 

 
Параметры шкурок определяли по общепринятым методикам: толщину кожевой ткани измеряли толщи-

номером, высоту волосяного покрова – штангенциркулем, массу – на электронных весах. 
 

V. МОДЕЛЬ ТЕПЛОВОГО СОПРОТИВЛЕНИЯ 

Для формализации построения математической модели приняты следующие обозначения: x – толщина 
кожевой ткани, y – высота пухового волоса, z – плотность кожевой ткани, v – плотность волосяного покрова, t – 
тепловое сопротивление. В результате экспериментальных исследований предложенных образцов меховых по-
луфабрикатов были получены следующие математические зависимости теплового сопротивления. Четырех-
мерное покрытие X множества P: X = Xxy ∩ Xxz ∩ Xxv ∩ Xyz ∩ Xyv ∩ Xzv описывается зависимостями: 

Xxy : 5 ≤ y ≤ 25; 150x – 50 ≤ y ≤ –50x + 55; 0,4 ≤ x ≤ 1; 
Xxz : 0,4 ≤ x ≤ 1; 0,4 ≤ z ≤ 1,5; z ≤ 1,6x + 0,06; 
Xxv : 0,4 ≤ x ≤ 1; 0,02 ≤ v ≤ 0,04; (4/30)x – 2,2/30 ≤ v ≤ (1/60)x + 2,6/60; 
Xyz : 5 ≤ y ≤ 25; 0,4 ≤ z ≤ 1,5; z ≤ – (0,8/19)y + 28,98/19; 
Xyv : 5 ≤ y ≤ 25; 0,02 ≤ v ≤ – (0,03/20)y + 1,35/20; 
Xzv : 0,4 ≤ z ≤ 1,5; 0,02 ≤ v; (1/30)z ≤ v ≤ (1/110)z + 5,1/110. 
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Формализованная процедура кластеризации привела к следующему результату: CL1 = {P1}, CL2 = {P2, P4, 
P5, P6}, CL3 = {P3}, CL4 = {P7}. Их соответствующие покрытия внутри покрытия X: 

X1 : x > 0,7; y < 7; z > 1; v > 0,04; x/1,3 + v/0,09 > 1; 
X2 : 7 < y < 20; x/1,3 + v/0,09 < 1; x/0,75 + v/0,057 > 1; z < 1; v > 0,03; 
X3 : y > 20; z < 1; x/0,75 + v/0,057 < 1; v < 0,03; 
X4 : x < 0,7; y < 7; z < 1; x/0,75 + v/0,057 < 1; v < 0,03.  
Тепловое сопротивление: t(X1) = 0,681 ± 0,07; t(X2) = 0,6 ± 0,06; t(X3) = 0,634 ± 0,06; t(X4) = 0,483 ± 0,05. 
Теперь для любого пушно-мехового полуфабриката, характеристики которого в пространстве X × Y бу-

дут отображаться точкой P ∉ P, может быть определен соответствующий кластер и получено значение теплово-
го сопротивления.  

 
VI. ВЫВОДЫ И ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Проведенные на данном этапе исследования позволили найти зависимость теплозащитных свойств пуш-
но-меховых полуфабрикатов от показателей строения. Это дает возможность прогнозировать теплозащитные 
свойства шкурок и осуществлять их обоснованный выбор.  

Предложенный метод геометрического моделирования предполагается оформить в виде модуля разрабо-
танного программного средства «Гиперспуск», что позволит решать указанные выше задачи прогнозирования 
[7, 8].  

Использование метода прогнозирования и программного модуля позволит предприятиям не только эко-
номить время и деньги на проведение натурных испытаний, но и, учитывая только характеристики структуры 
определять теплозащитные свойства пушно-меховых полуфабрикатов и делать вывод о целесообразности их 
применения. 
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Аннотация. В предлагаемой вниманию статье рассматривается и обсуждается реализация в систе-

ме компьютерной математики метода параллельного сближения в пространстве. В данном методе вектор 
скорости преследователя направлен произвольно. Траектория преследователя постепенно приближается 
к движению в плоскости, образованной линией, соединяющей начальные положения преследователя и 
цели, и вектором скорости. В данной задаче цель движется равномерно и прямолинейно. Движение пре-
следователя является равномерным. Точки траектории преследователя рассчитываются последователь-
но, являясь результатом пересечения плоскости, содержащей линию визирования, сферы и конуса. По 
мере приближения к плоскости движения цели алгоритм вычисления точек траектории изменяется. Те-
перь точка траектории преследователя является результатом пересечения сферы, плоскости движения 
цели и плоскости, содержащую линию визирования. 

 
Ключевые слова: траектория, преследование, цель, ограничение, цель, кривизна. 
 
DOI: 10.25206/2310-9793-9-4-94-100 
 

I. ВВЕДЕНИЕ 

Согласно методу параллельного сближения на плоскости и в пространстве направления движения пре-
следователя и цели пересекаются в точке 𝐾𝐾 окружности Аполлония (рис. 1). 

 

 

Рис. 1. Характеристические точки окружности Аполлония 
 
Пусть преследователь находится в точке 𝑃𝑃, цель в точке 𝑇𝑇, в некоторый момент времени 𝑡𝑡 (рис. 1). По 

определению, окружность Аполлония есть множество точек {𝐾𝐾}, для которых отношение расстояний до двух 
фиксированных точек является постоянным: 

 
|𝑃𝑃𝐾𝐾|
|𝑇𝑇𝐾𝐾| =

|𝑉𝑉𝑃𝑃|
|𝑉𝑉𝑇𝑇| = 𝑐𝑜𝑛𝑛𝑠𝑠𝑡𝑡, 
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где 𝑉𝑉𝑃𝑃 – это модуль скорость равномерного движения преследователя, 𝑉𝑉𝑇𝑇 – модуль скорости равномерного 
движения цели. Если направление движения цели является фиксированным, то на окружности Аполлония су-
ществует единственная точка 𝐾𝐾 и единственное направление скорости 𝑉𝑉𝑃𝑃 преследователя. 

Вектор скорости преследователя 𝑉𝑉𝑃𝑃 и вектор скорости цели 𝑉𝑉𝑇𝑇 в методе параллельного сближения опре-
деляют плоскость, в которой происходит преследование. Тогда имеет место быть следующая итерационная 
схема (рис. 2): 

 

𝑃𝑃𝑖𝑖+1 = 𝑃𝑃𝑖𝑖 + |𝑉𝑉𝑃𝑃| ∙
𝑃𝑃𝑖𝑖𝐾𝐾𝑖𝑖

|𝑃𝑃𝑖𝑖𝐾𝐾𝑖𝑖|
∙ ∆𝑇𝑇, 

 
где ∆𝑇𝑇 – это интервал времени, на которые разбито время дискретного процесса преследования. 

Если вектор скорости цели 𝑇𝑇 есть 𝑉𝑉𝑇𝑇, то положение следующего шага цели 𝑇𝑇𝑖𝑖+1 будет таким: 
 

𝑇𝑇𝑖𝑖+1 = 𝑇𝑇𝑖𝑖 + 𝑉𝑉𝑇𝑇 ∙ ∆𝑇𝑇. 
 
Координаты точки 𝐾𝐾𝑖𝑖 удовлетворяют решению системы уравнений относительно параметра 𝑡𝑡: 
 

�
(𝐾𝐾𝑖𝑖 − 𝑄𝑄𝑖𝑖)2 = 𝑅𝑅𝑖𝑖2

𝐾𝐾𝑖𝑖 = 𝑇𝑇𝑖𝑖 + 𝑉𝑉𝑇𝑇 ∙
𝑇𝑇𝑖𝑖+1 − 𝑇𝑇𝑖𝑖

|𝑇𝑇𝑖𝑖+1 − 𝑇𝑇𝑖𝑖|
∙ 𝑡𝑡

. 

 
Центр окружности Аполлония 𝑄𝑄𝑖𝑖  и ее радиус 𝑅𝑅𝑖𝑖 и рассчитываются следующим образом: 
 

𝑅𝑅𝑖𝑖 =
𝑉𝑉𝑇𝑇2

𝑉𝑉𝑃𝑃2 − 𝑉𝑉𝑇𝑇2
∙ |𝑇𝑇𝑖𝑖 − 𝑃𝑃𝑖𝑖|,𝑄𝑄𝑖𝑖 = 𝑇𝑇𝑖𝑖 +

𝑉𝑉𝑇𝑇2

𝑉𝑉𝑃𝑃2 − 𝑉𝑉𝑇𝑇2
∙ (𝑇𝑇𝑖𝑖 − 𝑃𝑃𝑖𝑖). 

 

 

Рис. 2. Расчет следующего шага преследователя 
 
Следующий шаг траектории преследователя 𝑃𝑃𝑖𝑖+1 в методе параллельного сближения удовлетворяет ре-

шению системы уравнений (1), относительно параметра ℎ: 
 

�
(𝑃𝑃𝑖𝑖+1 − 𝑃𝑃𝑖𝑖)2 = (𝑉𝑉𝑃𝑃 ∙ ∆𝑇𝑇)2

𝑃𝑃𝑖𝑖+1 = 𝑇𝑇𝑖𝑖+1 + ℎ ∙
𝑃𝑃𝑖𝑖 − 𝑇𝑇𝑖𝑖

|𝑃𝑃𝑖𝑖 − 𝑇𝑇𝑖𝑖|
. (1) 

 
II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ  

Целью данной статьи является расчет траектории преследователя в пространстве, когда начальные век-
торы скоростей преследователя и цели направлены произвольно (рис. 3), кроме того векторы 𝑉𝑉𝑃𝑃 и 𝑉𝑉𝑇𝑇, прило-
женные к точкам 𝑃𝑃 и 𝑇𝑇, соответственно, не лежат в одной плоскости.  

В тестовой программе, написанной по материалам статьи, цель движется прямолинейно и равномерно.  

𝑉𝑉𝑇𝑇 ∙ ∆𝑇𝑇 𝜏𝜏 

𝜏𝜏 

𝑇𝑇𝑖𝑖 

𝑇𝑇𝑖𝑖+1 

𝑃𝑃𝑖𝑖 

𝑃𝑃𝑖𝑖+1 
𝑉𝑉𝑃𝑃 ∙ ∆𝑇𝑇 
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Плоскость Π, образованная линией, соединяющей преследователя и цель (рис. 3), в момент начала пре-
следования, и вектором скорости 𝑉𝑉𝑇𝑇 – есть координатная плоскость 𝑋𝑌 с началом в точке 𝑃𝑃. Ось абсцисс 
направлена вдоль прямой (𝑃𝑃𝑇𝑇) (рис. 3).  

 

 

Рис. 3. Расчет траектории в пространстве 
 
Итерационный процесс, стремится к тому, чтобы координаты точки преследователя постепенно распо-

ложились в координатной плоскости 𝑋𝑌, (плоскость Π).  
Плоскость Σ𝑖𝑖  перпендикулярна плоскости Π, параллельна прямой линии (𝑃𝑃𝑇𝑇) и содержит точку 𝑇𝑇𝑖𝑖+1.  
Траектория преследователя должна удовлетворять ограничениям на кривизну, она обеспечивается угло-

вой частотой вращения 𝜔 = 𝑉𝑉𝑃𝑃
𝑅𝑅𝑚𝑚𝑖𝑖𝑚𝑚� . Радиус кривизны траектории не может быть меньше некоторого порого-

вого значения 𝑅𝑅𝑚𝑚𝑖𝑖𝑚𝑚. 
Шаг преследователя может принадлежать конусу с углом раствора, рассчитанном из ограничений по 

кривизне: ∝= 𝜔 ∙ ∆𝑇𝑇. Ось конуса направлена вдоль текущего вектора скорости с вершиной в точке положения 
преследователя (рис. 3). 

Точка следующего положения преследователя будет являться точкой пересечения плоскости Π, плоско-
сти Σ𝑖𝑖  и указанного конуса. 

 
III. ТЕОРИЯ 

5. Расчет траектории преследователя в пространстве 
В модификации кинематической модели параллельного сближения в пространстве, расчет траектории 

преследователя рассчитывается для двух расположений в пространстве. В первом случае сегмент траектории 
преследователя расположен в пространстве. Во втором случае сегмент траектории преследователя принадлежит 
плоскости, задача превращается в преследование на плоскости.  

Плавный переход из пространства на плоскость рассчитывается отдельно. 
Модель преследования, рассматриваемая в статье, является дискретной, поэтому вводится промежуток 

времени Δ𝑇𝑇, за который в итерационном процессе все участники совершают шаг.  
Преследователь, находящийся в точке 𝑃𝑃𝑖𝑖  (рис. 3), совершает шаг в пределах сферы радиуса 𝑉𝑉𝑃𝑃 ∙ ∆𝑇𝑇 с цен-

тром в точке 𝑃𝑃𝑖𝑖 . 𝑉𝑉𝑃𝑃 – модуль скорости равномерного движения преследователя. Эта возможность ограничена 
правильным конусом с углом раствора ∝ и вершиной в точке 𝑃𝑃𝑖𝑖 , ось конуса направлена вдоль вектора скорости 
преследователя. Параметры конуса следуют из ограничений по кривизне траектории преследователя. 

Угол при конической поверхности (рис. 3) равен ∝= 𝜔 ∙ ∆𝑇𝑇, 𝜔 – максимальная частота углового враще-

ния преследователя равная 𝜔 = 𝑉𝑉𝑃𝑃
𝑅𝑅𝑚𝑚𝑖𝑖𝑚𝑚� , где 𝑅𝑅𝑚𝑚𝑖𝑖𝑚𝑚 – минимальный радиус кривизны траектории преследователя.  

𝑃𝑃𝑖𝑖 
𝑇𝑇𝑖𝑖 

𝐴𝐴𝑖𝑖 𝑟𝑟 

𝑅𝑅 

𝑇𝑇𝑖𝑖+1 

Σi 

Φi 

Π 

𝑉𝑉𝑇𝑇 

𝑉𝑉𝑃𝑃𝑖𝑖 ∝ 
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Следующая точка 𝑃𝑃𝑖𝑖+1 положения преследователя принадлежит плоскости Σi. При переходе на плоскость 
Π (рис. 3), модель преследования преобразуется в итерационную схему, представленную на рис. 2.  

Ось конуса направлена вдоль текущего вектора скорости 𝑉𝑉𝑃𝑃𝑖𝑖 преследователя, выходящего из точки 𝑃𝑃𝑖𝑖 . На 
этапе при расчете сегмента траектории в пространстве рассчитывается точка пересечения трем поверхностей: 
сфере, конусу и плоскости. 

Заменим правильный конус плоскостью Φi (рис. 3). Линия пересечения правильного конуса и сферы об-
разует окружность и принадлежит плоскости Φ𝑖𝑖 (рис. 3). 

 Параметры плоскости Φ𝑖𝑖 будут следующими: 𝑎𝑎𝑖𝑖 =
𝑉𝑉𝑃𝑃𝑖𝑖

𝑉𝑉𝑃𝑃
�  – единичный вектор нормали плоскости Φ𝑖𝑖, 

𝑉𝑉𝑃𝑃𝑖𝑖 – вектор скорости для текущего положения преследователя 𝑃𝑃𝑖𝑖 , 𝑉𝑉𝑃𝑃 – модуль скорости равномерного движе-
ния преследователя, 𝐴𝐴𝑖𝑖 = 𝑃𝑃𝑖𝑖 + 𝑎𝑎𝑖𝑖 ∙ 𝑅𝑅 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝑠(𝛼), где 𝑅𝑅 – радиус сферы, равный шагу преследователя 𝑉𝑉𝑃𝑃 ∙ ∆𝑇𝑇 
(рис. 3). 

Расчет точки пересечения сферы, конуса и плоскости равноценен расчету точки пересечения плоскостей 
Φ𝑖𝑖 и Σi со сферой радиуса 𝑅𝑅 с центром в точке 𝑃𝑃𝑖𝑖 . 

Плоскость Σi проходит через точку 𝑇𝑇𝑖𝑖+1, нормалью является вектор 𝑏𝑖𝑖 (рис. 3): 
 

𝑏𝑖𝑖 = �(𝑃𝑃 − 𝑇𝑇) × �
0
0
1
��, 

 
где 𝑃𝑃 и 𝑇𝑇 – начальные положения преследователя и цели. 

В тестовой программе определяется прямая линия (2), являющаяся пересечением плоскостей Φ𝑖𝑖 и Σi: 
 

𝐿𝑖𝑖(𝑡𝑡) = 𝐾𝐾𝑖𝑖 + ℎ ∙
[𝑎𝑎𝑖𝑖 × 𝑏𝑖𝑖]

|[𝑎𝑎𝑖𝑖 × 𝑏𝑖𝑖]|, 
(2) 

 
где 𝐾𝐾𝑖𝑖 – точка пересечения плоскостей Φ𝑖𝑖 , Σi и Π (рис. 3). 

Координаты точки 𝑃𝑃𝑖𝑖+1 из первого уравнения системы (3) подставляем во второе уравнение системы (3): 
 

�𝑃𝑃𝑖𝑖+1 = 𝐾𝐾𝑖𝑖 + ℎ ∙
[𝑎𝑎𝑖𝑖 × 𝑏𝑖𝑖]

|[𝑎𝑎𝑖𝑖 × 𝑏𝑖𝑖]|
(𝑃𝑃𝑖𝑖+1 − 𝑃𝑃𝑖𝑖)2 = (𝑉𝑉𝑃𝑃 ∙ ∆𝑇𝑇)2

 (3) 

 
Система уравнений (3) решается относительно параметра ℎ. Значение ℎ подставляется в первое уравне-

ние системы (3). Так определяется следующая точка 𝑃𝑃𝑖𝑖+1 траектории преследователя. 
Итерационный процесс расчета траектории движения преследователя в пространстве является полно-

стью сформированным. 
6. Расчет траектории движения преследователя на плоскости 
Если при переходе процесса преследования на плоскость Π, направления движения преследователя и це-

ли направлены в точку на окружности Аполлония (Рис. 1), тогда используется итерационная схема, представ-
ленная системой уравнений (1).  

В случае, когда скорость не направлена на точку на окружности Аполлония, то в модели применяется 
следующая итерационная схема (рис. 4). 

 
 

Рис. 4. Расчет следующего шага преследователя 
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Вместо однопараметрического множества параллельных линий, соединяющих преследователя и цель 
(𝑃𝑃𝑖𝑖𝑇𝑇𝑖𝑖) предложено множество составных параллельных линий {𝐿𝑖𝑖(𝑡𝑡)}, которое формируется следующим обра-
зом: 𝐿𝑖𝑖+1(𝑡𝑡) = 𝐿𝑖𝑖(𝑡𝑡) + (𝑇𝑇𝑖𝑖+1 − 𝑇𝑇𝑖𝑖). Следующий шаг преследователя 𝑃𝑃𝑖𝑖+1 есть точка пересечения окружности 
радиуса 𝑉𝑉𝑃𝑃 ∙ ∆𝑇𝑇 с центром в точке 𝑃𝑃𝑖𝑖  с линией 𝐿𝑖𝑖+1(𝑡𝑡) (Рис. 4). 

Первая линия однопараметрического множества линий {𝐿𝑖𝑖(𝑡𝑡)} формируется из окружности минимально-
го радиуса 𝑅𝑅𝑚𝑚𝑖𝑖𝑚𝑚 и касательной прямой линии, проходящей через точку 𝑇𝑇 (рис. 5). 

 

 

Рис. 5. Расположение преследователя, цели и окружности 
 
Центр окружности, которой сопрягается прямая (𝑃𝑃𝑡𝑡𝑡𝑡𝑚𝑚𝑇𝑇) (рис. 5), находится в точке 𝐶𝐶 = 𝑃𝑃 + 𝑅𝑅𝑚𝑚𝑖𝑖𝑚𝑚 ∙ 𝑛𝑛, где 

𝑃𝑃 – это начальное положение преследователя, 𝑅𝑅𝑚𝑚𝑖𝑖𝑚𝑚 – минимальный радиус кривизны траектории преследовате-
ля, 𝑛𝑛 – единичный вектор, перпендикулярный вектору скорости преследователя 𝑉𝑉𝑃𝑃. Линия состоит из дуги 
𝑃𝑃𝑃𝑃𝑡𝑡𝑡𝑡𝑚𝑚�  и отрезка [𝑃𝑃𝑡𝑡𝑡𝑡𝑚𝑚𝑇𝑇], где 𝑇𝑇 – это начальное положение цели, а 𝑃𝑃𝑡𝑡𝑡𝑡𝑚𝑚 – точка касания с окружностью. 

7. Критерий перехода на плоскость 
 Если посмотреть на рассчитанные точки траектории преследователя без учета плавного перехода на 

плоскость (рис. 6), то можно предположить, что можно было бы реализовать переход множеством способов. 
В модели статьи реализован такой способ, который фиксирует момент пересечения траекторией пресле-

дователя плоскости Π, и производит возврат к предыдущему положению преследователя. 
 

 

Рис. 6. Расчет траектории преследователя в пространстве без перехода на плоскость 
 
На экран выведены (рис. 6) точки 𝐾𝐾𝑖𝑖 пересечения плоскости Π (плоскость, к которой стремится процесс 

преследования), плоскости Σ и плоскости Φ (рис. 3) и точки пересечения конуса, сферы и плоскости Σ .  

𝑇𝑇 

𝑃𝑃 

𝑉𝑉𝑃𝑃 
𝑛𝑛 

𝑅𝑅𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 

𝐶𝐶 

𝑃𝑃𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 
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При расчете плавного перехода преследователя на плоскость Π (рис. 7) в итерационном процессе произ-
водится анализ взаимного расположения точек положения преследователя 𝑃𝑃𝑖𝑖  и плоскости Π движения цели.  

Плоскость Π движения цели совпадает с координатной плоскостью 𝑋𝑌 (произведен перенос системы ко-
ординат), то достаточно проанализировать аппликату траектории преследователя на знак. Если знак аппликаты 
изменяется, то происходит возврат на предыдущую точку траектории и производится расчет по иной итераци-
онной схеме. 

Рассмотрим случай, когда аппликата точки 𝑃𝑃𝑖𝑖−1 имеет положительное значение, а аппликата точки 𝑃𝑃𝑖𝑖∗ 
имеет отрицательное значение.  

Точка 𝑃𝑃𝑖𝑖∗ (рис. 8) получена в результате пересечения сферы 𝑆𝑆𝑖𝑖(𝑃𝑃𝑖𝑖 ,𝑉𝑉𝑃𝑃 ∙ ∆𝑇𝑇), конуса с осью вращения вдоль 
вектора 𝑉𝑉𝑃𝑃𝑖𝑖−1 с углом раствора ∝= 𝜔 ∙ ∆𝑇𝑇 (Рис. 3), и плоскости параллельного движения Σi. 

Происходит возврат алгоритма в точку 𝑃𝑃𝑖𝑖−1 и ищется 𝑃𝑃𝑖𝑖  как точка пересечения сферы 𝑆𝑆𝑖𝑖−1(𝑃𝑃𝑖𝑖−1,𝑉𝑉𝑃𝑃 ∙ ∆𝑇𝑇) с 
плоскостью параллельного движения Σi и плоскостью Π движения цели. 

 

 

Рис. 7. Пересечение двух плоскостей и сферы 
 

IV. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТОВ  

В результате работы тестовой программы получены точки траектории преследователя, преследующего 
цель, движущуюся равномерно и прямолинейно (рис. 8). Траектория переходит из пространства на плоскость. 

 

 

Рис. 8. Траектория преследователя 
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https://youtu.be/JlUmh6DTrA4
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V. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 

В предложенной модели расчета траектории преследователя плоскость Π движения цели определена 
начальной линией, это линия, соединяющая преследователя и цель (𝑃𝑃𝑇𝑇) и вектором скорости 𝑉𝑉𝑇𝑇 движения  
цели.  

Плоскость Π в этом случае служит поверхностью, опускаться ниже которой не допускается. В программе 
реализована модель преследования, когда преследователь переходит от движения в пространстве к движению в 
плоскости без пересечения плоскости.  

При движении преследователя соблюдаются ограничения по кривизне. 
  

VI. ВЫВОДЫ И ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В статье предложена кинематическая модель построения траекторий преследователя в пространстве, в 
которой производится переход к движению на плоскости.  

С развитием систем искусственного интеллекта, технологий спутникового позиционирования движу-
щихся объектов моделирование задач преследования приобрело новое значение.  

Результаты исследований могут быть востребованы разработчиками беспилотных летательных аппара-
тов с элементами искусственного интеллекта.  

В статье были использованы теоретические результаты основоположников теории игр Р. Айзекса, Л.С. 
Понтрягина, Н. Н. Красовского, Л.А. Петросяна [1–4]. С программой можно ознакомиться на ресурсе [5]. В ста-
тье использованы результаты работ [6–9]. Анимированные изображения размещены на ресурсе [10]. По резуль-
татам статьи получено свидетельство о регистрации программ для ЭВМ [11]. 
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Аннотация. Данная статья посвящена тому, как в задаче группового преследования добиться од-

новременного достижения преследователями своих целей. Предложенная модель преследования основа-
на на том, что преследователь следует однопараметрической сети прогнозируемых траекторий движе-
ния. Прогнозируемая траектория движения выстраивается в каждый момент времени. Такая траекто-
рия является составной кривой, учитывающей ограничения по кривизне. В модели одновременного до-
стижения целей время достижения цели каждого преследователя есть функция от скорости движения  
и минимального радиуса кривизны траектории. В модели производится анализ модулей скоростей и ми-
нимальных радиусов кривизны траекторий каждого из преследователей для одновременного достижения 
своих целей и есть цель для исследований. 

 
Ключевые слова: многофакторный анализ, эпюр Радищева, многомерная геометрия, начертатель-

ная геометрия, цель, преследователь, траектория, радиус кривизны. 
 
DOI: 10.25206/2310-9793-9-4-101-108 
 

I. ВВЕДЕНИЕ 

Рассмотрим модель расчета траектории преследователя на плоскости, где в каждый момент времени от 
преследователя до цели строится прогнозируемая траектория, которой преследователь будет стараться придер-
живаться (рис. 1). 

 

Рис. 1. Групповое преследование множества целей 
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Кривые 𝑙𝑙1(𝑠𝑠), 𝑙𝑙2(𝑠𝑠), 𝑙𝑙3(𝑠𝑠) (рис. 1) состоят из сегмента дуги окружности и прямолинейного отрезка. Ради-
ус окружностей и есть ограничение по кривизне прогнозируемых траекторий движения преследователей в 
нашей модели. Если преследователь находился в момент начала преследования в точке 𝑃𝑃𝑖𝑖  с вектором скорости 
𝑉𝑉𝑖𝑖, то центр окружности 𝐶𝐶𝑖𝑖 радиуса 𝑟𝑟𝑖𝑖 будет находиться в точке: 

𝐶𝐶𝑖𝑖 = 𝑃𝑃𝑖𝑖 ± 𝑟𝑟𝑖𝑖 ∙
�
−𝑉𝑉𝑖𝑖𝑦
𝑉𝑉𝑖𝑖𝑥

�

|𝑉𝑉𝑖𝑖|
. 

Затем из точки положения цели 𝑇𝑇𝑖𝑖  строится касательная к окружности (𝐶𝐶𝑖𝑖 , 𝑟𝑟𝑖𝑖). Совокупность касательной 
и окружности будет базовой линией прогнозируемой траектории движения преследователя 𝑙𝑙𝑖𝑖(𝑠𝑠). Отметим, что 
в уравнении базовой линии из однопараметрического множества прогнозируемых траекторий параметризация 
производится от ее длины дуги.  

При новом положении цели 𝑇𝑇𝑖𝑖  линия 𝑙𝑙𝑖𝑖(𝑠𝑠) смещается, оставаясь параллельной самой себе (рис. 2). 
 

 
 

Рис. 2. Однопараметрические сети прогнозируемых траекторий движения преследователей 
 
Если 𝑖𝑖 − ый преследователь в момент времени 𝑡𝑡𝑗𝑗 находится в точке 𝑃𝑃𝑖𝑖𝑗𝑗(рис. 3), имея при этом прогнози-

руемую траекторию движения 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑗𝑗(𝑠𝑠), соединяющую с текущим положением цели 𝑇𝑇𝑖𝑖𝑗𝑗, то следующая точка тра-
ектории преследователя будет точка 𝑃𝑃𝑖𝑖𝑗𝑗+1.  

 
Рис. 3. Итерационный процесс расчета траектории преследователя 
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Точка 𝑃𝑃𝑖𝑖𝑗𝑗+1 есть точка пересечения линии 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑗𝑗+1(𝑠𝑠), соответствующей положению цели 𝑇𝑇𝑖𝑖𝑗𝑗+1 в следую-

щий момент времени 𝑡𝑡𝑗𝑗+1, и окружности с центром в точке 𝑃𝑃𝑖𝑖𝑗𝑗  и радиуса �𝑉𝑉𝑖𝑖𝑗𝑗� ∙ ∆𝑡𝑡, ∆𝑡𝑡 = 𝑡𝑡𝑗𝑗+1 − 𝑡𝑡𝑗𝑗. Такова модель 
построения траекторий преследователя. 

 
II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Рассмотрим задачу группового преследования, когда группа преследователей догоняет группу целей. Бу-
дем считать, что каждый преследователь 𝑃𝑃𝑖𝑖  стремится достичь своей цели 𝑇𝑇𝑖𝑖 , хотя у некоторых преследователей 
цели могут совпадать, как показано на рис. 1 и 2.  

Причем преследователь 𝑃𝑃𝑖𝑖  достигает цели 𝑇𝑇𝑖𝑖  за определенное время 𝑡𝑡𝑖𝑖, двигаясь с определенной скоро-
стью 𝑉𝑉𝑖𝑖. Для одновременного достижения целей необходимо равенство всех значений 𝑡𝑡𝑖𝑖 определенному значе-
нию.  

На рисунке 1 показано, что для изменения длины базовой линии можно изменять радиус касательной 
окружности. Касательная окружность была введена для того, чтобы преследователь мог плавно перейти на 
прямолинейную траекторию. Если бы это было так, то задача была бы сведена к преследованию методом па-
раллельного сближения.  

Поскольку начальная скорость преследователя направлена произвольно, то при помощи составной базо-
вой линии, которая при движении цели перемещается, оставаясь параллельной сама себе, происходит плавный 
переход к методу параллельного сближения с соблюдением ограничений по кривизне (рис. 2).  

По результатам работы программы анимированное изображение, где можно посмотреть плавный пере-
ход к параллельному сближению [7]. 

Целью данной статьи является описание метода, при котором преследователь достигает цели в назначен-
ное время из допустимых значений. Как следствие, можно рассматривать одновременное достижение своих 
целей группой преследователей.  

 
III. ТЕОРИЯ 

По результатам исследований, разработана тестовая программа одновременного достижения целей пре-
следователями, которую можно посмотреть на ресурсе [6]. В этой программе реализован алгоритм, который 
реализует итерационную схему расчета траектории преследователя, показанную на рис. 3. 

 

 

Рис. 4. Определение радиуса окружности на эпюре Радищева 
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В модели считается, что существует зависимость для преследователя 𝑃𝑃, который достигает своей цели 𝑇𝑇, 
за время 𝑡𝑡: 𝑡𝑡 = 𝐹(𝑃𝑃𝑠,𝑇𝑇𝑠,𝑛𝑛𝑃𝑃,𝑛𝑛𝑇𝑇 ,𝑉𝑉𝑃𝑃 ,𝑉𝑉𝑇𝑇 ,𝑅𝑅), где 𝑃𝑃𝑠,𝑇𝑇𝑠 – координаты точек положения преследователя и цели в мо-
мент начала процесса преследования.  

Векторы направления движения преследователя и цели 𝑛𝑛𝑃𝑃,𝑛𝑛𝑇𝑇 , считаются заданными в момент начала 
процесса преследования. Модули скоростей преследователя и цели 𝑉𝑉𝑃𝑃 ,𝑉𝑉𝑇𝑇 неизменны в процессе преследования.  

𝑅𝑅 – радиус касательной окружности, смысл которой показан на рис. 1 и 3. Фактически, в модели подсчи-
тывается число шагов, за которые преследователь достигает цель. Число шагов, при известном дискретном 
промежутке времени, можно сопоставить со временем реальным.  

Если цель движется прямолинейно и равномерно, то нашу зависимость времени достижения цели в уже 
начавшемся итерационном процессе можно считать функцией от двух переменных: 𝑡𝑡 = 𝐹(𝑉𝑉𝑃𝑃,𝑅𝑅), от модуля 
скорости преследователя и от радиуса кривизны окружности. 

Хотя, в модели считается, что преследователь движется с постоянной скоростью 𝑉𝑉𝑃𝑃, но ничто не мешает 
нам изменять значения модуля скорости, как и радиуса кривизны. Допустим, что модуль скорости принимает 
дискретные значения из ряда 𝑉𝑉𝑃𝑃𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 ∈ [1:𝑁𝑁], а радиус окружности из рис. 1, 3 принимает значения 𝑅𝑅𝑗𝑗, 𝑗𝑗 ∈ [1:𝑀𝑀].  

 

 

Рис. 5. Окружность Аполлония 
 
Для дальнейших исследований применяется эпюр Радищева [1], где используются координатные плоско-

сти (𝑅𝑅,𝑉𝑉) и (𝑅𝑅, 𝑡𝑡) (рис. 4). 
На рис. 4 показано экспериментальное построение временных зависимостей 𝑡𝑡𝑖𝑖,𝑗𝑗 = 𝐹�𝑉𝑉𝑃𝑃𝑖𝑖,𝑅𝑅𝑗𝑗�. На плоско-

сти (𝑅𝑅, 𝑡𝑡) схематически показаны графики зависимостей времен достижения цели преследователем от радиуса 
окружности 𝑅𝑅 при фиксированном значении скорости 𝑉𝑉𝑃𝑃. 

В качестве одного из оптимизирующих факторов [1] на плоскости (𝑅𝑅, 𝑡𝑡) выбирается равенство 𝑡𝑡 = 𝑡𝑡0, где 
𝑡𝑡0 – требуемое время достижения цели. Далее, на плоскости, для решения нашей задачи, на плоскости (𝑅𝑅,𝑉𝑉) в 
качестве второго оптимизирующего фактора выбирается равенство 𝑉𝑉𝑃𝑃 = 𝑉𝑉𝑃𝑃0, где 𝑉𝑉𝑃𝑃0 – это постоянная скорость 
преследователя.  

Хотя, в постановке задачи говорится о том, что модуль скорости преследователя является неизменным, 
построенный ряд значений скоростей необходим для расчета радиуса окружности 𝑅𝑅0 на плоскости проекций 
(𝑅𝑅,𝑉𝑉). 

По линиям связи на плоскости проекций (𝑅𝑅,𝑉𝑉) находятся соответствующие точки пересечения с линия-
ми уровня скоростей 𝑉𝑉𝑃𝑃𝑖𝑖 (Рис. 4). По полученным точкам в тестовой программе выполняется полиномиальная 
регрессия и, в итоге, получаем функцию зависимости скорости преследователя от радиуса окружности, при 
которой происходит достижение цели за время 𝑡𝑡0.  

𝑃𝑃 𝑇𝑇 

𝐾𝐾 

𝑄𝑄 𝐴𝐴 
𝑒𝑒1 

𝑒𝑒2 

𝑟𝑟 

𝑉𝑉𝑃𝑃 𝑉𝑉𝑇𝑇 

𝑎𝑎 
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Затем ищется точка пересечения функции 𝑉𝑉𝑃𝑃 = 𝑓𝑓(𝑅𝑅) (рис. 4) c линией уровня 𝑉𝑉𝑃𝑃 = 𝑉𝑉𝑃𝑃0. Абсцисса точки 
пересечения 𝑅𝑅0 и есть искомый радиус окружности, чтобы достичь цели 𝑇𝑇 преследователем P за время 𝑡𝑡0 со 
скоростью 𝑉𝑉𝑃𝑃0. 

Расчет ведется при условии того, что цель движется равномерно и прямолинейно. Если цель изменяет 
направление или скорость, то для достижения ее рассчитывается новый радиус окружности составной базовой 
линии (аналог линии визирования метода параллельного сближения), ставится новое время достижения при 
прежней скорости преследователя. 

Наименьшее время предел достижения цели при ее равномерном и прямолинейном движении будет, ко-
гда скорость преследователя направлена в точку 𝐾𝐾 окружности Аполлония [2, 3, 4, 5] (рис. 5).  

 По определению окружностью Аполлония называется геометрическое место точек, отношение расстоя-
ний от которых до двух заданных точек – величина постоянная, не равная единице. На рис. 5 это можно проил-
люстрировать как: |𝑃𝑃𝐾𝐾|/|𝑇𝑇𝐾𝐾| =  |𝑉𝑉𝑃𝑃|/|𝑉𝑉𝑇𝑇|. 

При рассмотрении множественного преследования группы целей, то в тестовой программе производится 
предварительный расчет траекторий движения преследователей при заданных начальных параметрах. Из вре-
мен достижения целей для расчета одновременного достижения выбирается наибольшее время. И это время 
выбирается критерием для расчета траекторий остальных преследователей. Этот момент проиллюстрирован на 
рис. 2. Рис. 2 дополнен ссылкой на анимированное изображение, где можно будет посмотреть на одновремен-
ное достижение цели двумя преследователями. 

 

 

Рис. 6. Достижение целей в различное назначенное время 
 
На рис. 6 показано, как для одного из преследователей было установлено более короткое время достиже-

ния цели. Рис. 6 также дополнен ссылкой на анимированное изображение, где можно посмотреть достижение 
целей в различное назначенное время. 

 
IV. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТОВ 

На рис. 7 приведены некоторые результаты работы многофакторного анализа в задаче одновременного 
достижения цели двумя преследователями. Цель движется прямолинейно и равномерно. Для каждого преследо-
вателя построили ряд допустимых скоростей. Ряд допустимых значений радиуса окружности варьируется при 
помощи дискретных переменной 𝑑𝑅𝑅. На графиках рисунка 7 это шкала 𝑑𝑅𝑅.  
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На плоскости проекций (𝑑𝑅𝑅, 𝑡𝑡) строим однопараметрическую сеть линий. Каждая линия соответствует 
определенному значению скорости и выражает зависимость времени достижения цели от приращения радиуса 
окружности. На графике рис. 7 показана однопараметрическая сеть линий скоростей одного из преследовате-
лей. Для второго в тестовой программе многофакторного анализа построена аналогичная сеть.  

Для каждого преследователя выбирается первый оптимизирующий фактор [1], отвечающий за одновре-
менное достижение, 𝑡𝑡 = 𝑡𝑡0. Где 𝑡𝑡0 - наибольшее из времен достижения цели, если бы преследователи независи-
мо догоняли цель при таких же начальных условиях. На плоскости (𝑑𝑅𝑅, 𝑡𝑡) ищутся точки пересечения с линий 
уровня 𝑡𝑡 = 𝑡𝑡0 с линиями скоростей однопараметрической сети. Точки пересечения находятся при помощи 
встроенных процедур решения уравнений. В системе компьютерной математики MathCAD это может быть 
процедура root. Найденным точкам пересечения отвечают значения 𝑑𝑅𝑅 и 𝑉𝑉 на плоскости проекций (𝑑𝑅𝑅,𝑉𝑉).  

К полученным точкам на плоскости проекций применяется встроенная процедура полиномиальной ре-
грессии и находится характеристическая кривая зависимости скорости от радиуса окружности составной базо-
вой линии, которые приведены на рисунке 1. 

На рис. 7, на плоскости проекций (𝑑𝑅𝑅,𝑉𝑉) изображена такая же характеристическая линия зависимости 
скорости и для другого преследователя. Далее, применятся второй оптимизирующий фактор 𝑉𝑉1 = 𝑉𝑉2 = 𝑉𝑉0.  
В тестовой программе объекты движутся с одинаковыми скоростями. Встроенными средствами компьютерной 
математики ищутся точки пересечения с линией уровня 𝑉𝑉 = 𝑉𝑉0. Этим точкам соответствуют значения 𝑑𝑅𝑅1  
и 𝑑𝑅𝑅2.  

 

 

Рис. 7. Результаты многофакторного анализа 
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При запуске итерационного процесса с заданным значением времени достижения цели 𝑡𝑡0, с заданными 
модулями скоростей движения 𝑉𝑉0, с найденными значениями приращений 𝑑𝑅𝑅1 и 𝑑𝑅𝑅2 к начальному радиусу 
окружности достигнуто одновременное достижение цели двумя преследователями. Этот факт продемонстриро-
ван дополнением к рис. 2. 

 
V. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 

В данной статье предложен метод достижения группой преследователей множества целей, в котором 
может назначаться время достижения. Одновременное достижение целей есть частный результат данного мето-
да. Данный метод является развитием метода параллельного сближения. Если данный метод реализовать в про-
странстве, то следует добиться того, чтобы векторы преследователя и цели находились в одной плоскости.  

Если задача преследования происходит в трехмерном пространстве, и мы хотим свести ее к методу па-
раллельного сближения, но скорость преследователя направлена произвольно, то базовую линию прогнозируе-
мых траекторий движения преследователя следует строить в плоскости, образованной линией визирования и 
скоростью преследователя. 

Следующий шаг преследователя будет точка пресечения сферы с радиусом равным шагу преследователя 
и базовой линии, параллельно перенесенной так, чтобы один ее конец совмещался с точкой положения цели. 

Теперь к вопросу нахождения окружности Аполлония и точки 𝐾𝐾 в трехмерном пространстве. Сама 
окружность будет находиться в плоскости, образованной линией визирования и скоростью цели. Параметры 
окружности Аполлония такие как центр окружности (т. 𝑄𝑄), радиус окружности 𝑟𝑟, точка Аполлония (т. 𝐴𝐴), точка 
𝐾𝐾 определяются вектором скорости цели, модулем скорости преследователя, положениями преследователя и 
цели. Имеется аналитическое решение этой в плоской системе координат, показанной на рис. 5. Центр коорди-
нат находится в точке положения цели, вектор абсцисс будет единичным вектором вдоль линии визирования, 
соединяющей положения преследователя и цели, а вектор ординат будет перпендикулярным вектору абсцисс, 
но в плоскости, образованной линией визирования и вектором скорости цели. 

 
IV. ВЫВОДЫ И ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Результаты исследований, приведенные в данной статье, могут быть востребованы разработчиками бар-
ражирующих беспилотных летательных аппаратов, которые выполняют групповые согласованные задачи. Роль 
оператора наведения может быть сведена к указанию целей и контролю над выполнением задач. 
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I. ВВЕДЕНИЕ 

Рассмотрим движение участников преследования на плоскости. Преследователь и цель либо стоят на ме-
сте, либо движутся равномерно и параллельно друг другу. В таком случае можно утверждать, что цель непо-
движна относительно преследователя. Преследователь атакует цель несколькими снарядами, которые должны 
столкнуться с целью одновременно. Каждый снаряд выпускается под своим углом относительно линии визиро-
вания и движется со своей скоростью. 
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https://www.youtube.com/watch?app=desktop&v=F6MTsWZL2BY&feature=youtu.be
https://www.youtube.com/watch?v=NNJDJOJT34I
https://www.youtube.com/watch?v=tdbgoNoby3A


Динамика систем, механизмов и машин. 2021. Том 9, № 4 

 

109 

На время, затраченное снарядом, будут влиять следующие факторы: расстояние до цели, начальное 
направление движения и минимальный радиус кривизны. Минимальный радиус кривизны показывает его ма-
невренность. Снаряд не может мгновенно сменить направление движения, поэтому в траектории будет участок 
в виде дуги окружности. Подробнее об этом рассказано в [1]. Однако, так как цель неподвижна относительно 
преследователя, траектории на любой итерации будут одни и те же.  

 
II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Рассмотрим задачу преследования, когда все преследователи стартуют из одной точки P. Считаем, что у 
них всех одинаковая маневренность (минимальный радиус кривизны r). Каждый преследователь движется со 
своей постоянной скоростью 𝑣𝑖𝑖  , 𝑖𝑖 = 1. .𝑛𝑛 . Скорости даны относительно точки P. Все преследователи должны 
одновременно прийти в точку T за определенное время t0.  

В результате для каждого преследователя нужно найти начальное направление (на рисунке 1 это вектор 
𝑃𝑃𝑃𝑃′������⃑ ) в зависимости от его скорости. Начальное направление задаётся углом между начальным направлением и 
линией визирования (угол ∠𝑇𝑇𝑃𝑃𝑃𝑃’) в пределах [ 0;  𝜋]. 

 
III. ТЕОРИЯ 

При движении цели траектории преследователя образуют однопараметрическую сеть [1]. Однако в рас-
сматриваемых условиях эта сеть будет состоять только из одной линии для каждого преследователя. У всех 
линий точки P и T будут общими, поэтому достаточно рассмотреть одну из них. 

Преследователь движется по траектории, состоящей из меньшей дуги PK окружности радиуса r и отрезка 
прямой KT. Нам известны текущие положения преследователя и цели (точки P и T соответственно), начальное 
направление движения преследователя и минимальный радиус кривизны. Составим функцию зависимости дли-
ны линии PKT от угла ∠𝑇𝑇𝑃𝑃𝑃𝑃’. 

 
 

 

Рис. 1. Построение траектории 
 
Сначала найдём вектор 𝑃𝑃𝑃𝑃’. Начальный вектор движения образует с отрезком PT угол α. Так как нам 

нужно только направление, то можно считать, что модуль вектора 𝑃𝑃𝑃𝑃′������⃑  равен 1. Поэтому в локальной системе 
координат вектор 𝑃𝑃𝑃𝑃’������⃑  будет иметь координаты (cos𝛼 ; sin𝛼). В общей системе координат вектор 𝑃𝑃𝑃𝑃’ вычислим 
следующим образом:  

 

𝑃𝑃𝑃𝑃′�������⃑ =

⎝

⎜
⎛

cos𝛼 ∙ (𝑇𝑇 − 𝑃𝑃)𝑥 − sin𝛼 ∙ (𝑇𝑇 − 𝑃𝑃)𝑦
|𝑇𝑇 − 𝑃𝑃|

cos𝛼 ∙ (𝑇𝑇 − 𝑃𝑃)𝑦 + sin𝛼 ∙ (𝑇𝑇 − 𝑃𝑃)𝑥
|𝑇𝑇 − 𝑃𝑃| ⎠

⎟
⎞

 

 
Теперь найдём центр окружности O, по которой преследователь будет делать разворот. Точка O нахо-

дится на линии, перпендикулярной вектору 𝑃𝑃𝑃𝑃’ и проходящей через точку P на расстоянии r. Также точка O 
должна быть по одну сторону от прямой 𝑃𝑃𝑇𝑇 с точкой 𝑃𝑃′. Из этого получаем координаты точки O:  

 

𝑂 �
𝑃𝑃𝑥 + 𝑟𝑟 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃′�������⃑ 𝑦
𝑃𝑃𝑦 − 𝑟𝑟 ∙ 𝑃𝑃𝑃𝑃′�������⃑ 𝑥

� 

 

           

T 

K 

O 
P 

P’ 
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Найдём длину прямолинейного сегмента траектории. Данный сегмент – это сторона KT треугольника 
OKT. Сторона OK равна радиусу кривизны ( r), а сторона OT - |𝑂 − 𝑇𝑇|. После подстановки координат точки O 
получим следующее:  

 

𝐾𝐾𝑇𝑇 = �|𝑂 − 𝑇𝑇|2 − 𝑟𝑟2 = �|𝑃𝑃 − 𝑇𝑇|2 + 2𝑟𝑟 ∙ �sin𝛼 ∙ (𝑃𝑃 − 𝑇𝑇)𝑥 − cos𝛼 ∙ (𝑃𝑃 − 𝑇𝑇)𝑦� 

 
Теперь рассмотрим дуговой сегмент траектории. Точка K – это точка касания прямой KT. Чтобы её 

найти, сначала вычислим угловой коэффициент касательной: 
 

𝑘 =
−(𝑂 − 𝑇𝑇)𝑥 ∙ (𝑂 − 𝑇𝑇)𝑦 + 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑔𝑛𝑛(𝛼) ∙ 𝑟𝑟 ∙ �|𝑂 − 𝑇𝑇|2 − 𝑟𝑟2

𝑟𝑟2 − (𝑂 − 𝑇𝑇)𝑥2
 

 
Составив параметрическое уравнение прямой и найдя значение параметра, соответствующее точке каса-

ния K, получим координаты точки K: 
 

𝐾𝐾 �
𝑡𝑡0

𝑘 ∙ 𝑡𝑡0 + 𝑇𝑇𝑦 − 𝑘 ∙ 𝑇𝑇𝑥� , где 𝑡𝑡0 =
𝑘 ∙ 𝑂𝑦 + 𝑂𝑥 − 𝑘 ∙ (𝑇𝑇𝑦 − 𝑘 ∙ 𝑇𝑇𝑥)

𝑘2 + 1
 

 
Далее мы найдём значения углов, соответствующих точкам K и P: 
 

𝑓𝑓𝐾 = arccos
𝑡𝑡0 − 𝑂𝑥

𝑟𝑟
;  𝑓𝑓𝑃𝑃 = arccos

𝑃𝑃𝑥 − 𝑂𝑥
𝑟𝑟

 

 
Значения арккосинуса берутся из отрезка [0; 2𝜋]. Отсюда получаем длину дуги: |𝑓𝑓𝐾 –  𝑓𝑓𝑃𝑃| ∙ 𝑟𝑟. 
В итоге длина пути преследователя вычисляется следующим образом: 
 

𝑙𝑙(𝛼) = |𝑓𝑓𝐾 – 𝑓𝑓𝑃𝑃| ∙ 𝑟𝑟 + �|𝑃𝑃 − 𝑇𝑇|2 + 2𝑟𝑟 ∙ �sin𝛼 ∙ (𝑃𝑃 − 𝑇𝑇)𝑥 − cos𝛼 ∙ (𝑃𝑃 − 𝑇𝑇)𝑦� 

 
Из-за того, что независимая переменная α присутствует и в аргументе арккосинуса и в подкоренном вы-

ражении, придётся решать уравнения 𝑙𝑙(𝛼) = 𝑡𝑡0 ∙ 𝑣𝑖𝑖 приближенно. Эти уравнения будет иметь решение, если 
указанное время 𝑡𝑡0 будет удовлетворять условиям: 

 
|𝑃𝑃 − 𝑇𝑇|
max(𝑣𝑖𝑖)

≥ 𝑡𝑡0 ≥
𝑙𝑙(𝜋)

min(𝑣𝑖𝑖)
 

 
Функция 𝑙𝑙(𝛼) на отрезке [ 0;  𝜋].монотонно возрастает, тогда решение у каждого уравнения будет только 

одно. Это обстоятельство позволит применить полиномиальную интерполяцию. 
Если же среди преследователей оказались два, движущихся с одной скоростью, то одного можно напра-

вить под углом 𝛼𝑖𝑖, второго же под углом − 𝛼𝑖𝑖. 
 

IV. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТОВ 

На рис. 2 показаны результаты для пяти преследователей с разными скоростями. На плоскости (α,t) 
(верхний эпюр) показана зависимость времени до столкновения с целью от угла при разных скоростях. Гори-
зонтальной линией указали, что все преследователи должны пройти свои траектории за время t0. Для каждого 
преследователя из уравнения 𝑙𝑙(𝛼) = 𝑡𝑡0 ∙ 𝑣𝑖𝑖 получили своё значение угла. 

Получив нужные значения угла, с помощью интерполяции получаем зависимость скорости от угла. На 
плоскости (α,v) показана функция скорости. Как видно из рис. 2 интерполированная функция может дать до-
полнительные точки пересечения. Однако те точки, которые находятся за пределами промежутка интерполя-
ции, не нужно брать во внимание. Это связано с тем, что график функция времени от угла имеет только одну 
точку пересечения с горизонтальной линией t0. 
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Рис. 2. Результаты анализа 
 

V. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 

Из результатов расчёта видно, что преследователей с одинаковой скоростью должно быть не больше 
двух. В противном случае третьего и последующих преследователей с той же скоростью придётся отправлять 
либо из другой точки, либо в другой момент времени. Однако, из-за одновременное столкновение преследова-
телей с целью будет невозможно без изменения скорости. Тогда оптимизацию нужно будет дополнительно 
провести по радиусу окружности маневра и/или по скорости движения. 

 
VI. ВЫВОДЫ И ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Данная модель будет полезна в случаях, когда преследователю придётся делать залп несколькими наво-
дящимися снарядами. Для этого ему придётся двигаться с той же скоростью, что и цель. Также требуется, что-
бы не более двух снарядов двигались с одинаковой скоростью. Предложенный метод нуждается в доработке, 
чтобы обойти это ограничение. В частности, возможен переход в пространство. 
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Аннотация. Дискретное преобразование Фурье (ДПФ) позволяет определить дискретный спектр 

сигнала. Благодаря наличию его быстродействующей реализации, которая называется быстрое преобра-
зование Фурье (БПФ), это преобразование широко используется в цифровой обработке сигналов (ЦОС). 
Большинство задач ЦОС, которые работают с аналоговым сигналом и спектром, адаптируют ДПФ для 
нахождения спектра сигнала в промежутках между гармониками. Одним из наиболее часто используе-
мых способов такой адаптации – применение оконных функций. Анализ стандартных оконных функций 
(Кайзера и др.) показал, что их прямое применение для решения задачи оценки параметров (частоты, 
амплитуды и фазы) негармонических синусоидальных составляющих сигналов приводит как к необхо-
димости выполнения дополнительных корректировок результатов оценки, так и к дополнительным по-
грешностям при определении фазы сигнала. В работе предложен метод, позволяющий на основе стан-
дартных оконных функций построить оконную функцию без указанных недостатков. Суть метода за-
ключается в трансформации стандартной оконной функции таким образом, чтобы ее спектр не содержал 
мнимых составляющих, и амплитуда основной гармоники была бы равна 1. 

Результаты моделирования предложенного метода на примере окна Кайзера показали, что оценка 
фазы негармонических составляющих спектра с использованием полученной оконной функции, в отли-
чие от оценки с использованием стандартных оконных функций, является не смещенной. 

 
Ключевые слова: цифровая обработка сигнала, гармоника, дискретное преобразование Фурье, 

спектральный анализ, оконные функции. 
 
DOI: 10.25206/2310-9793-9-4-112-117 
 

I. ВВЕДЕНИЕ 

Спектральный анализ с применением цифровой обработки сигналов широко используется при решении 
различных задач науки и техники. Помимо известных областей применения и преимуществ спектрального ана-
лиза и цифровой обработки сигналов по отдельности, их сочетание привносит дополнительные достоинства, 
связанные с дискретным преобразованием Фурье (ДПФ). Это, во-первых, вычислительно эффективная проце-
дура быстрого преобразования Фурье (БПФ), значительно расширившая область применения ДПФ. Во-вторых, 
это различные свойства самого ДПФ, связанные, прежде всего, с симметрией этого преобразования. Например, 
на рассчитываемые с помощью ДПФ гармоники спектра сигнала не оказывают влияние так называемые окон-
ные функции, возникающие вследствие ограничения сигнала по времени [1–4]. 

В то же время при необходимости работать с сигналами, спектр которых содержит синусоиды с отлич-
ными от частот гармоник частотами, возникают трудности при обработке и анализе таких сигналов и необхо-
димость более внимательно учитывать цифровую природу сигнала – его ограниченность во времени, дискрети-
зацию и в некоторых случаях квантование. 



Динамика систем, механизмов и машин. 2021. Том 9, № 4 

 

113 

В рассматриваемой в статье задаче необходимо оценить параметры синусоидального сигнала, частота 
которого не совпадает с частотами гармоник или что то же самое, не кратна частоте основной гармоники. Па-
раметры такой гармоники не находятся с помощью ДПФ, и, более того, их нельзя найти напрямую, применив к 
последовательности цифрового сигнала формулу, построенную по подобию формулы для аналогового случая. 

Такая задача встречается в различных областях техники: при анализе спектров сигналов в сетях электро-
питания, при оценке частот принимаемого сигнала в радиотехнике и др. Основным методом ее решения являет-
ся нахождения параметров синусоид с помощью интерполирования значений, находящихся рядом гармоники 
сигнала, полученных с помощью БПФ. 

Метод интерполирования параметров гармоник дает хорошие практические результаты, однако интерпо-
лирование увеличивает погрешность оценки параметров [5–8]. В нашей работе мы рассмотрим метод, который 
позволяет напрямую рассчитать искомые параметры. Такой метод представляет собой как теоретический инте-
рес как эталонный метод для оценки параметров синусоид, так и практический интерес, позволяя повысить 
точность такой оценки. 

 
II. ОБЗОР ПРОБЛЕМЫ 

Предположим, что нам нужно оценить амплитуду 𝐴𝐴 и фазу 𝜑 синусоидального сигнала 𝑠𝑠 от времени 𝑡𝑡 на 
частоте 𝜔: 

 
 𝑠𝑠(𝑡𝑡) = 𝐴𝐴 ∙ sin (𝜔 ∙ 𝑡𝑡 + 𝜑) (1) 
 
После дискретизации сигнала 𝑠𝑠(𝑡𝑡) получается ограниченная по времени последовательность (𝑥𝑡𝑡), где 

𝑡𝑡 = 0 …𝑁𝑁 − 1. 
По аналогии с преобразованием Фурье мы можем записать формулу для оценки параметров гармоник: 
 
 

𝑦𝑝 = �𝑥𝑡𝑡 ∙ 𝑒𝑒
−𝑗𝑗∙2∙𝜋∙𝑡𝑡∙𝑝𝑁

𝑁−1

𝑡𝑡=0

 (2) 

 
где 𝑦𝑝 – комплексное число, тригонометрическая форма которого показывает амплитуду и фазу синусоиды на 
частоте 𝑝. Частота 𝑝 тут задана в относительных единицах, 𝑝 = 1 соответствует частоте синусоиды, период 
которой равен по длительности 𝑁𝑁 отсчетам сигнала 𝑥𝑡𝑡. 

Такая аналогия будет справедлива только для частот с целым числом 𝑝. Собственно, расчет этих формул 
для целых 𝑝 от 0 до 𝑁𝑁 − 1 и является ДПФ. 

При нецелом 𝑝 нужно учитывать влияние на спектр сигнала оконной функции. Ограничивая сигнал по 
времени, мы фактически умножаем его на некоторую функцию, которую называют прямоугольным окном, зна-
чение которой равно 1 для времени, для которого имеются отсчеты 𝑥𝑡𝑡 и равно 0 в остальных случаях. После 
этого дальнейшие действия мы производим с сигналом 𝑠𝑠′(𝑡𝑡). 

 
 𝑠𝑠′(𝑡𝑡) = 𝑠𝑠(𝑡𝑡) ∙ 𝜔(𝑡𝑡), (3) 

 
где 𝜔(𝑡𝑡) – оконная функция. 

Как известно из математики, преобразование Фурье (𝐹) от произведения функций равно свертке (∗) пре-
образований Фурье от этих функций: 

 
 𝐹(𝑠𝑠(𝑡𝑡) ∙ 𝜔(𝑡𝑡)) = 𝐹�𝑠𝑠(𝑡𝑡)� ∗ 𝐹�𝜔(𝑡𝑡)�. (4) 
 
Преобразование Фурье от сигнала, содержащего одну синусоиду, будет представлять собой единичную 

функцию, умноженную на амплитуду синусоиды. Единичная функция равна единице в точке, равной частоте 
синусоиды, и равна нулю в остальных случаях. 

Свертка единичной функции с преобразованием Фурье от оконной функции будет представлять собой 
преобразование Фурье от оконной функции, смещенное на частоту, в которой единичная функция принимает 
значение равное 1, т.е. на частоту исходной синусоиды. 

Рассмотрим преобразование Фурье (спектр) прямоугольной оконной функции (рис. 2). 
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Рис. 1. Прямоугольная оконной функции 
 

 
 

Рис. 2. Спектр прямоугольной оконной функции 
 
Как видно, спектр прямоугольной оконной функции принимает значение равное нулю на частотах, соот-

ветствующих соседним гармоникам. Благодаря этому, влияние оконной функции не сказывается, если анализ 
производится только для гармоник, т.е. для синусоид, частота которых кратна частоте основной гармоники. 

Вид спектра прямоугольной оконной функции между частотами гармоник сильно затрудняет анализ 
спектра на таких частотах – этот спектр быстро изменяется и медленно затухает при удалении от максимально-
го значения. 

Для улучшения свойств спектра оконной функции применяют различные оконные функции, отличные от 
прямоугольной. Например, на рис. 3 и рис. 4 приведены окно Кайзера и его спектр. 

 

 
 

Рис. 3. Окно Кайзера 
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Рис. 4. Спектр окна Кайзера 
 
Как видно из рисунка, это окно обладает лучшими свойствами по сравнению с прямоугольным окном. 

Его спектр более гладкий и большая часть его энергии в спектральной области сосредоточено в главном ле-
пестке (часть спектра между частотами соседних по отношению к центральным гармоникам). 

Вместе с тем, как показывают результаты моделирования алгоритмов оценки параметров синусоиды, та-
кое окно также не позволят использовать формулу (2) для синусоид с негармоническими частотами. Для пони-
мания того, почему так происходит, рассмотрим первые несколько частот спектра этого окна. Выполним сле-
дующую программу на языке Python (полный код программы для примеров статьи можно найти в [9]) (ли-
стинг 1): 

import numpy as np 
n_point = 1024 
kaiser_win = np.kaiser(n_point, 10) 
kaiser_spec = np.fft.fft(kaiser_win) 
print("Обычное окно кайзера", kaiser_spec[0:5]) 

Листинг 1. – Анализ спектра окна Кайзера 
В результате мы получим (рис. 5): 
 

 
 

Рис. 5. Спектр окна Кайзера 
 
Мы видим, что элементы спектра окна имеют небольшие мнимые составляющие. Несмотря на то что они 

значительно меньше амплитуды, тем не менее, они вносят погрешность при анализе сигнала, прежде всего при 
определении фазы синусоиды. 

Кроме того, амплитуда нулевой составляющей спектра окна отлична от единицы. Данное обстоятельство 
не вносит погрешность при расчете, однако требует дополнительных операций масштабирования при анализе 
сигнала. 

Рассмотрим метод построения оконной функции, позволяющей с минимальной возможной погрешно-
стью и наиболее удобным способом находить параметры синусоид с не гармоническими частотами. 

 
III. ПРЕДЛАГАЕМЫЙ МЕТОД 

Первой задачей построения искомого окна является получение такого окна, спектр которого был бы ве-
щественным. Для получения такого окна воспользуемся известными свойствами спектра вещественного сигна-
ла, а также симметричностью прямого и обратного преобразования Фурье. 

В результате дискретного преобразования Фурье вещественного сигнала получается комплексно-
сопряженный спектр. При этом центр симметрии будет смещен относительно центра спектра – для нулевой 
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гармоники нет симметричной ей гармоники, а симметрия будет относительно 𝑁
2
− 1 гармоники, где 𝑁𝑁 – количе-

ство отсчетов в сигнале (или количество гармоник). 
Исходя из симметричности прямого и обратного преобразования Фурье, для того чтобы спектр оконной 

функции был вещественным, нужно чтобы она обладала такого рода симметрией. Самый простой способ – это 
сделать – убрать из исходного сигнала отсчет, симметричный нулевому, т.е. убрать последний отсчет окна. 

Для получения окна с нужным числом точек и вещественным спектром можно сгенерировать обычным 
способом окно с числом точек на единицу больше, после чего отбросить последнюю лишнюю точку. На языке 
Python получить такое окно можно следующим образом (листинг 2): 

symmetric_win = np.kaiser(n_point + 1, 10) 
[0:n_point] 
symmetric_spec = np.fft.fft(symmetric_win) 
print("Симметричное окно", symmetric_spec[0:5])  

Листинг. 2. Анализ спектра симметризированного окна 
Результатом выполнения приведенного кода будет (рис. 6): 
 

 
 

Рис. 6. Спектр симметризованного окна 
 
Как видно, все мнимые составляющие спектра полученного окна равны нулю. Такой же результат полу-

чается, если вместо функции для генерации окна Кайзера использовать функции для других оконных функций. 
Проблема с масштабированием сигнала при использовании оконных функций может быть решена нор-

мализацией окна таким образом, чтобы нулевая составляющая спектра оконной функции была равна единицы. 
Исходя из определения дискретного преобразования Фурье, нулевая составляющая является суммой всех от-
счетов окна. Для того, чтобы она стала равна единице нужно разделить все отсчеты окна на их сумму. На языке 
Python это можно сделать следующим образом (листинг 3): 

normal_win = symmetric_win / np.sum(symmetric_win) 
normal_spec = np.fft.fft(normal_win) 
print("Нормализованное окно", normal_spec[0:5]) 

Листинг 3. Анализ спектра нормализованного окна 
В результате получаем окно с таким спектром (рис. 7): 
 

 
 

Рис. 7. Спектр нормализованного окна 
 
В результате мы получили метод формирования оконной функции с интересующими нас свойствами ее 

спектра: он не содержит мнимых частей и его нулевая составляющая равна единице. Таким же образом можно 
получать оконные функции с указанными свойствами на основе не только окна Кайзера, но и любых других 
стандартных окон. 

Полученные окна мы можем использовать для оценки параметров синусоидальных сигналов как гармо-
нических, так и негармонических частот непосредственно по формуле (2). 

 
IV. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТОВ 

Экспериментальная проверка предложенного метода построения оконной функции и оценки с его помо-
щью параметров синусоидального сигнала осуществлялась следующим образом. Случайным образом задава-
лись значения амплитуды, частоты и фазы синусоиды. Генерировался сигнал с заданными параметрами, на него 
накладывалось окно. По формуле (2) оценивалась амплитуда и фаза сигнала при известной частоте. 
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Исходный код программы для моделирования приведен ниже: 
n_test = 1000 
freq_s = np.random.rand(n_test) + 3 
amp_s = np.random.rand(n_test) 
phi_s = np.random.rand(n_test) * np.pi 
eval = np.zeros(n_test, dtype=complex) 
for i_test in range(n_test): 
signal = amp_s[i_test] * np.cos([ 
2 * np.pi * freq_s[i_test] * i / n_point - phi_s[i_test]  
for i in range(n_point)]) 
signal_windowed = signal * normal_win 
eval[i_test] = 2 * np.sum([ 
signal_windowed[i] * np.exp(1j * freq_s[i_test] * i * 2 * np.pi / 
n_point)  
for i in range(n_point)]) 
 
print(max(np.abs(amp_s-np.abs(eval)))) 
print(max(np.abs(phi_s-np.angle(eval)))) 

Листинг. 4. Экспериментальная проверка предложенного метода 
 

V. РЕЗУЛЬТАТЫ И ВЫВОДЫ 

Предложенный метод формирования оконной функции хорошо решает поставленную задачу – определе-
ние параметров синусоидальных сигналов с негармоническими частотами методом прямого расчета. Он может 
использоваться, в том числе и в случае, когда частота сигнала заранее неизвестна. В этом случае нужно вос-
пользоваться оптимизационной процедурой для поиска максимального значения амплитуды в заданном диапа-
зоне частот. 

Предложенная модификация оконных функций, вероятно, окажется полезной и при решении других за-
дач, в которых используются оконные функции. 
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вано влияние различных режимов теплового старения стали 10Х18Н9 на механические свойства на при-
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I. ВВЕДЕНИЕ 

Конструктивные элементы оборудования реакторных установок на быстрых нейтронах эксплуатируются 
при рабочей температуре до 550°С в течение длительного периода времени. Одним из основных конструкцион-
ных материалов этих элементов является аустенитная нержавеющая сталь марки 10Х18Н9, склонная к тепло-
вому старению, приводящему к образованию вторичных фаз (преципитатов) [1].  

Имеется целый ряд публикаций [1–10], где рассматриваются изменения структуры и механических 
свойств стали марки 10Х18Н9 и ее зарубежного аналога, стали марки 304, под действием теплового старения 
при температурах от 500 до 800 °С. Для сопоставительной оценки изменений свойств и структуры стали после 
старения в различных условиях широко используется параметр Холомона - Р [1], характеризующий совместное 
влияние температуры и продолжительности теплового старения: 

 
      (1) 

 
где Т – температура старения в градусах Кельвина; τ – время старения в часах. 

Большинство представленных в литературе исследований проведены в условиях лабораторного старения 
[1–10]. Показано, что изменения структуры стали зависят от таких факторов, как содержание углерода, наличие 
δ-феррита и напряжений. Характерные структурные изменения, связанные с выделением избыточных карбид-
ных и интерметаллидных фаз в процессе старения (без напряжений) стали марки 304H (C-0,05÷0,7 %), отобра-
жены на диаграммах структурных превращений ТТР-диаграммах (time-temperature–precipitation-diagrams) [2, 3]. 
Представлены результаты для диапазона температур 550÷800°С и продолжительности до 100000 часов 
(P∼4500÷9500). Исследуемые образцы предварительно подвергали аустенизирующему отжигу. Исследования 
вторичных фаз, образующихся при тепловом старении, показывают, что основным преципитатом в рассматри-
ваемом диапазоне значений P, является карбид типа M23C6. В то же время при значениях P~8900 обнаружена и 
σ-фаза [6], являющаяся наиболее значимым охрупчивающим фактором при тепловом старении. Снижение со-
держания углерода, наличие δ-феррита и напряжений в стали ускоряет образование σ-фазы, в связи с этим она 
может быть выявлена при меньших значениях параметра Холомона P [1–8]. Сочетание нескольких факторов, 
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как правило, дает синергетический эффект. Так, в стали (не подвергаемой аустенизации) с пониженным содер-
жанием углерода C=0,012% и исходным содержанием δ-феррита 2,5% σ-фаза наблюдалась при P<7000 [6]. 
Наряду с вышеперечисленными преципитатами отдельные авторы находили в состаренной стали также карбид 
типа Ме6С [4] и вторичную α-фазу [8, 11]. Выделения преципитатов при тепловом старении снижают пластич-
ность [2, 6, 9] и ударную вязкость [2, 8, 10] стали, при этом прочностные свойства практически не изменяются. 
Показано, что при карбидном охрупчивании относительное снижение этих характеристик находится на уровне 
~0,5÷0,6 от соответствующих значений исходного состояния [2, 8, 9, 10]. При переходе к интерметаллидному 
охрупчиванию (с образованием σ-фазы) они опускаются ~ до 0,15, что близко к уровню “полного старения” для 
стали 316 и неаустенизированных сварных швов [1].  

Наряду с описанными исследованиями лабораторного старения в ЦНИИ КМ «Прометей» проведены рабо-
ты по оценке изменений структуры и свойств аустенитных сталей после эксплуатационного старения продолжи-
тельностью до 170000 ч. в составе РУ БН-600 [12–14]. Было подтверждено, что тепловое старение практически не 
оказывает влияния на предел текучести и предел прочности материала и в наибольшей степени влияет на пла-
стичность и ударную вязкость. Наиболее представительный массив данных представлен в работе [14] для стали 
марки 10Х18Н9 после эксплуатации в составе промежуточного теплообменника (ПТО) РУ БН-600 в интервале 
температур 515-550 °С в течение 170 тысяч часов. Основная часть полученных экспериментальных данных под-
тверждает, что относительное снижение характеристик пластичности и ударной вязкости находится на уровне не 
ниже ~0,5÷0,6 от исходного уровня. Исключение составляют результаты исследований механических свойств ме-
талла трубной доски, в которой карбиды типа Ме23С6 практически полностью заполняют границы зерен, что при-
водит к значимой доли межзеренного разрушения и снижению пластичности и ударной вязкости менее 0,5 от ис-
ходного значения. При этом представленные данные [12–14] получены на ограниченной базе теплового старения, 
тогда, как проектный же ресурс оборудования РУ БН-600, изготавливаемого из стали марки 10Х18Н9, может со-
ставлять 480 тысяч часов. Очевидно, что в лимитированный по времени период исследований и/или проектирова-
ния экспериментальные результаты, обосновывающие столь длительные сроки эксплуатации материалов, можно 
получить только за счет ускоренного старения при повышенных температурах. При этом необходимо обеспечить 
такое сочетание температуры и времени выдержки, чтобы при эксплуатационном и ускоренном старении не изме-
нялся бы механизм процесса. Представляется целесообразным проводить старение материала при повышенной 
относительно условий эксплуатации температуре до соответствующих заданному ресурсу значений параметра 
Холомона. Кроме того, отмечается существенное влияние исходного состояния металла на скорость теплового 
старения [1–10, 14]. Поэтому для определения возможности продления ресурса действующих РУ БН целесообраз-
но использовать натурный материал эксплуатирующихся реакторов.  

В настоящей работе представлены результаты исследований влияния ускоренного теплового старения на 
ударную вязкость аустенитной хромоникелевой стали 10Х18Н9. Ускорение осуществлялось двумя методами: 
достаривания – за счет проведения дополнительного теплового старения металла, отработавшего 170 тысяч 
часов в составе РУ БН-600 при повышенной относительно условий эксплуатации температуре и лабораторного 
старения при повышенной температуре этого же металла в имитированном исходном состоянии после допол-
нительной термообработки – аустенизации. При аустенизации растворены все преципитаты, образовавшиеся в 
процессе эксплуатации. В обоих случаях исследуется натурный металл фрагментов установки, а в случае до-
старивания для ускорения процесса используется не только фактор повышенной температуры, но и фактор от-
работанного в процессе эксплуатации времени.  

 
II. МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ 

Исследования проведены на образцах стали 10Х18Н9, вырезанных из обечайки и конусного перехода 
верхней трубной доски промежуточного теплообменника (ПТО) РУ БН-600 после эксплуатации при темпера-
туре 550°С длительностью 170000 часов (состояние (Э). Согласно технологическому регламенту при изготов-
лении ПТО металл обечайки и верхней трубной доски перед монтажом был термообработан (аустенизирован) 
при температуре 1050°С. Для имитации исходного состояния часть исследуемых образцов была термообрабо-
тана при этой же температуре в течение 30 минут с целью восстановления стуктуры и свойств (состояние (ЭА). 
Достаривание металла в состоянии Э проведено при температуре 700 °С на временной базе до 36000 часов (со-
стояние ЭД). Старение металла в состоянии ЭА проведено при температурах 650°С и 700 °С на временной базе 
до 36000 часов (состояние ЭАС). Для оценки кинетики изменения структуры и свойств в процессе достарива-
ния и старения проводилась периодическая промежуточная выемка металла. Состояния металла и режимы теп-
ловой выдержки показаны в табл. 1, а химический состав материалов представлен в табл. 2. 
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ТАБЛИЦА 1 
СОСТОЯНИЯ ИССЛЕДУЕМОЙ СТАЛИ 

 
№ 
п/п Состояние Режим тепловой выдержки 

1 (Э) Эксплуатационное старение при Т=550°С длительностью 170000 ч. 

2 (ЭД) Эксплуатационное старение+ лабораторное достаривание  
при Т=700° С от 100 до 31500 ч. 

3 (ЭА) Эксплуатационное старение+термообработка (Т=1050° С -0,5 ч.) 
4 (ЭАС) Эксплуатационное старение+ термообработка (Т=1050° С -0,5 ч.)+ лабораторное старе-

ние при Т=650 и 700° С от 800 до 36000 ч. 
 

ТАБЛИЦА 2 
ХИМИЧЕСКИЙ СОСТАВ ИССЛЕДУЕМОЙ СТАЛИ 10Х18Н9 

 

Фрагмент 
Массовая доля элементов, % 

C Cr Ni Mn Si S P Ti 

Обечайка 0,08 17,7 9,5 1,48 0,56 0,007 0,016 0,09 

Трубная 
доска 0,09 17,8 8,9 1,36 0,63 0,008 0,010 0,05 

 
Старение выполнялось в лабораторных печах марки СНОЛ. Температура в печи поддерживалась с точ-

ностью ± 1° С. Испытания на ударный изгиб проводились на образцах типа Шарпи с V-образным надрезом. 
Испытания проводились при наиболее чувствительной к тепловому старению температуре - +20°С.  

 
III.РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 

На рис. 1а представлены временные зависимости ударной вязкости (Тисп=20 °С) металла обечайки и 
трубной доски после достаривания при температуре 700 °С, а также значения ударной вязкости, полученные 
для состояния Э. В состоянии Э уровень ударной вязкости металла трубной доски примерно в два раза ниже, 
чем для металла обечайки, несмотря на незначительные различия химического состава. Временная зависимость 
ударной вязкости при достаривании подобна для обоих материалов, имеет немонотонный характер и состоит из 
двух участков. На участках до 6000 часов наблюдается частичное восстановление свойств с максимумом в ин-
тервале от 4000 до 6000 часов. При более длительном времени на втором участке достаривания значение удар-
ной вязкости снижается и выходит на “плато” (τ=8000÷31500 ч), однако не достигает уровня в состоянии Э, 
оставаясь выше в 1,2-1,5 раза. При этом во всем рассматриваемом временном интервале разность значений 
ударной вязкости металла обечайки и трубной доски, практически постоянна.  

 

 

Рис. 1. Ударная вязкость стали 10Х18Н9 фрагментов ПТО БН-600 в состояниях Э и ЭД: 
, ▲ – обечайка; ○, ● – трубная доска; , ○ – состояние Э; ▲, ● – состояние ЭД.   
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Такой немонотонный характер временной зависимости ударной вязкости, по-видимому, обусловлен по-
вышением температуры до 700 °С при достаривании в лабораторных условиях, приводящей к увеличению рас-
творимости углерода в твердом растворе аустенита по сравнению с условиями эксплуатации. В связи с этим 
изменятся равновесная концентрация хрома, и на первой стадии достаривания она становится больше концен-
трации, достигнутой на границе аустенит-карбид хрома к концу периода эксплуатации. Это приводит к частич-
ному растворению карбидов, сформировавшихся при эксплуатации на границах зерен, и повышению ударной 
вязкости.  

Высказанное предположение подтверждается термодинамическими и кинетическими расчетами реакции 
карбидообразования. Для стали типа 18/12 в работе [15] равновесную концентрацию углерода рассчитывали по 
эмпирическому уравнению (2), обеспечивающему хорошую корреляцию между рассчитанными и эксперимен-
тально определенными значениями. 

 

  
,       (2) 

     
где [С]1 – равновесная концентрация углерода в твердом растворе аустенита для стали типа 18/12, выраженная 
в ppm, Т(К) – температура по шкале Кельвина.  

Равновесную концентрацию углерода [C]2 применительно к исследуемому составу типа 18-9 (табл. 2) 
рассчитывали с учетом изменения содержания легирующих элементов по зависимости (3): 

 

 

,      (3)
 

 
где fSi

С1, fCr
С1,f Mn

С1, fNi
С1

 – коэффициенты относительной активности углерода, определяемые для для состава 
18/12, fSi

С2, fCr
С2,f Mn

С2, fNi
С2

 – коэффициенты относительной активности углерода, определяемые для состава 18-9 
(таблица 2). Значения коэффициентов относительной активности углерода были рассчитаны по зависимостям, 
представленным в работе [16].  

В результате по уравнениям (2) и (3) для металла трубной доски были рассчитаны значения равновесной 
концентрации углерода, которые составили 0.000133 % масс. и 0.00195 % масс. соответственно для 550 °С и 
700 °С.  

С использованием полученных значений [C]2 по уравнению материального баланса (4) рассчитана кон-
станта равновесия реакции образования Cr23C6 Кр (5)  

 

  [Cr]v= CCr – Crк,    (4) 

 

,      (5)
 

 
где [Cr]v – концентрация хрома в аустенитном растворе по завершении реакции карбидообразования и дости-

жении равновесного содержания углерода [C]2, CCr – общее содержание хрома в стали,  – содержание хро-
ма в карбиде Cr23C6 после связывания сверхравновесного углерода в карбид. Полученные значения Кр позволя-
ют рассчитать равновесную концентрацию хрома на границе аустенитного раствора и карбида [Cr]gb – началь-
ное граничное условие диффузии хрома из твердого раствора к границе зерна, на котором происходит рост кар-
бида (6): 

 

 ,     (6) 
 
Расчеты проведенные по уравнениям (4-6) применительно к металлу трубной доски показали, что значе-

ния концентрации хрома [Cr]gb в аустенитном твердом растворе на границе с карбидом составляют 3 % масс. и 
7 % масс. соответственно для температуры 550 °С и 700 °С.  
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 Скорость реакции образования карбидов хрома при относительно низкой температуре эксплуатации 
определяется исключительно скоростью диффузии хрома из объема зерна к границам, поскольку коэффициент 
объемной диффузии хрома Dv

Cr
 = 1·10-22 м2/с значительно меньше коэффициента зернограничной диффузии 

Dgb
Cr

 = 3·10-11 м2/с [17], а также значительно меньше коэффициента диффузии углерода в аустените Dv
C = 1·10-15 

м2/с [18]. В связи с этим для кинетических расчетов может быть использована модель диффузии для полуогра-
ниченного тела, в соответствии с которой количество хрома dCCr, перенесенного к границе за время dτ, рассчи-
тывается по уравнению (7)  

 

 
,      (7)

 
 

где 2 – коэффициент учитывающий двустороннюю диффузию хрома к границам, S – площадь границ на едини-
цу объема, коэффициент. Расчеты кинетики карбидообразования, проведенные с учетом изменения равновес-
ных концентраций [C]2, [Cr]v и [Cr]gb по мере перехода углерода и хрома их аустенитного раствора в карбид, 
показывают, что после 170 тысяч часов эксплуатации реакция далека от своего завершения и в твердом раство-
ре металла трубной доски остается более 0.06 % масс. углерода. Расчеты диффузионного профиля хрома пока-
зывают снижение содержания хрома в субмикронной слое приграничной области до значений менее 7 % масс. 
Этот факт имеет и экспериментальное подтверждение. В работе [14] при исследовании методом дифракции 
обратнорассеянных электронов (ДОЭ) микроструктуры приграничных областей металла трубной доски после 
длительной эксплуатации в составе промежуточного теплообменника наряду с частицами карбида хрома Cr23C6 
обнаружены локализованные вдоль границы зерна участки α-железа с пониженным содержанием хрома. Оче-
видно, что в процессе эксплуатации диффузия хрома из приграничной области в образующийся на границе зер-
на карбид привела к γ→α превращению.  

Таким образом, частичное восстановление значений свойств, обнаруженное на начальном участке вре-
менной зависимости ударной вязкости при достаривании при температуре 700 °С (до 6000 часов), обусловлено 
формированием приграничной зоны, обедненной хромом в результате длительного эксплуатационного старе-
ния при температуре 550 °С, а также значительным повышением равновесного значения [Cr]gb с повышением 
температуры до 700 °С при достаривании. Эти факторы обеспечивают обратную диффузию хрома от границы 
зерна на начальной стадии достаривания и частичное растворение зернограничных карбидов хрома, сформиро-
вавшихся при эксплуатации, приводящее к частичному повышению ударной вязкости. Исследование фрактур 
образцов после испытаний на ударный изгиб в состоянии Э и ЭД (4000 часов), проведенное в работе [19], поз-
воляет сделать вывод об уменьшении количества карбидов на поверхности плоских фасеток, сформированных 
при разрушении образцов по границам двойников. При этом отмечена особая роль двойниковых границ в де-
градации свойств аустенитной стали 10Х18Н9 при тепловом старении.  

Снижение работы удара и выход зависимостей на «плато» на втором участке временной зависимости 
(рис. 1) обусловлен также несколькими факторами, связанными с процессом карбидообразования. Первым фак-
тором является появление свободного хрома вследствие повышения выше равновесного значения его содержа-
ния в приграничных областях [Cr]gb. Второй фактор связан с ускорением реакции карбидообразования за счет 
более интенсивного притока хрома из твердого раствора вследствие ускорения диффузии при 700 °С, а также 
приближением содержания углерода в аустенитной матрице к равновесным значениям [C]2 при выходе на 
«плато».  

Полученные временные зависимости ударной вязкости для состояния ЭАС показывают, что они моно-
тонно выходят на «плато», к примеру, для металла трубной доски это наблюдается после ~5000 часов лабора-
торного старения при температуре 700 °С (рисунок 2). Кинетические расчеты карбидообразования позволяют 
заключить, что к этому времени происходит снижение содержания углерода до равновесного значения [C]2. 
Следует отметить, что в дальнейшем, при увеличении длительности старения до 36000 часов, не наблюдается 
еще каких либо изменений зависимости ударной вязкости, что свидетельствует об отсутствии других охрупчи-
вающих факторов, в частности, образования интерметаллидов. Это же наглядно видно на рисунке 3, где пред-
ставлено относительное изменение ударной вязкости исследуемой стали в состояниях Э и ЭАС от параметра 
Холломона Р.  
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Рис. 2. Ударная вязкость стали 10Х18Н9 фрагментов ПТО БН-600 в состояниях ЭА и ЭАС:  

▲ – обечайка; ● – трубная доска; △, ○ – состояние ЭА; ▲, ● – состояние ЭАС 
 
 

 
Рис. 3. Относительное изменение ударной вязкости от параметра Холломона Р стали 10Х18Н9  

фрагментов ПТО БН-600 в состояниях Э и ЭАС:  
▲ – обечайка; ● – трубная доска; 1 и 2 – нижние огибающие соответственно  

для данных по обечайке и трубной доске 
 
Следует отметить, что во всех исследованных состояниях (Э, ЭД, ЭАС) за исключением имитированного 

исходного состояния ЭА временные зависимости ударной вязкости для металла трубной доски и обечайки 
принципиально отличаются. Металл обечайки демонстрирует значительно меньшую склонность к тепловому 
старению относительно металла трубной доски при практически близких размерах зерна и незначительном раз-
личии химического состава. Очевидно, существуют различия структурного состояния, связанные с технологией 
выплавки сталей, неустранимые при высокотемпературной аустенитизирующей термообработке.  

 
IV. ВЫВОДЫ 

1. Двухступенчатая тепловая выдержка – эксплуатационное старение и последующее достаривание в 
лабораторных условиях при повышенной до 700 °С температуре неконсервативно моделирует длительное теп-
ловое старение стали 10Х18Н9 элементов РУ БН-600 в условиях эксплуатации при температуре 550 °С. Выяв-
лена экстремальная зависимость ударной вязкости стали 10Х18Н9 от времени достаривания при повышенной 
температуре 700 °С. На начальной стадии до ∼ 6000 часов происходит частичное восстановление характеристи-
ки, затем она снижается. 

2. Повышение ударной вязкости стали 10Х18Н9 на начальном этапе достаривания при температуре 700 °С, 
обусловлено незавершенностью реакции карбидообразования в процессе эксплуатации и формированием около гра-
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ницы зерна области, обедненной хромом. Повышение температуры до 700 °С приводит к повышению растворимо-
сти углерода в аустенитном растворе и обратной диффузии хрома из карбида в твердый раствор, сопровождающейся 
частичным растворением зернограничных карбидов, образовавшихся в процессе эксплуатации.  

3.  Для моделирования длительного эксплуатационного старения стали 10Х18Н9 элементов РУ БН-600 
адекватно использовать данные по старению металла отработавших фрагментов оборудования в состоянии по-
сле аустенитизации (имитации исходного состояния) при повышенной до 700 °С температуре. Результаты ис-
пытаний в этом состоянии на временной базе 36 тысяч часов показывают, что при длительности выдержки бо-
лее 5 тысяч часов не происходит изменений ударной вязкости, что обусловлено завершением процесса карби-
дообразования.  

4. Отмечено принципиальное различие в склонности к тепловому старению фрагментов металла тепло-
обменного оборудования при близких размерах зерна и незначительном различии химического состава. 
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I. ВВЕДЕНИЕ 

Как известно, при отсутствии априорных знаний о структуре модели объекта можно использовать 
непараметрическую регрессию (см., например, [1]). Если использовать локально-адаптивные регрессионные 
модели (LAR модели), то также можно получать достаточно сложные зависимости. При этом действия незави-
симых переменных на объект моделируется отдельными локальными моделями [2–6]. Априорный выбор 
оптимальных планов эксперимента для таких моделей позволяет проводить их активную идентификацию. 
Ознакомиться с основными понятиями теории оптимального планирования эксперимента можно по работе [7]. 
Впервые задача построения оптимальных планов для LAR моделей была поставлена в работе [8]. При этом 
использовались трапециевидные индикаторные функции. Их кусочно-линейный характер на практике 
затрудняет решать вопрос получения гладких зависимостей. Избежать подобных проблем можно, если 
использовать нелинейные индикаторные функции, например, сигмовидные. Примером эффективного 
использования LAR моделей с подобными индикаторными функциями может служить решение задачи 
построения стойкостной модели сверления [6]. 

 
II. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Определим модель наблюдения  
 

 
1

( ) ( )
m

T
l l

l
y f x e f x eθ θ

=

= + = +∑ ,     (1) 

 
где 1( ) ( ( ),..., ( ))T

mf x f x f x= , 1( ,..., )T
kx x x X= ∈ , 1( ,..., )T

mθ θ θ=  − неизвестные параметры; e − ошибка; y − 
отклик.  
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Под задачей оптимального планирования эксперимента понимается выбор точек jx , 1,j n= , в соответ-

ствии с заданным критерием оптимальности. Нижний индекс в аргументе x  в зависимости от контекста обо-
значает либо номер точки в плане либо номер координаты в k -мерном пространстве. План эксперимента есть 

совокупность величин: 1 2

1 2

, ,...,
, ,...,

n

n

x x x
p p p

ε
 

=  
 

, 
1

1
n

i
i

p
=

=∑ , 0ip ≥ , 1,i n=  с соответствующей им информационной 

матрицей 

 
1

( ) ( ) ( )
n

T
i i i

i
M p f x f xε

=

= ∑ .   (2) 

 
В данной работе мы будем решать задачу построения D – оптимальных планов для LAR моделей [8], ис-

пользующих индикаторные функции сигмовидного типа. Условие D  – оптимальности плана *ε  состоит в вы-
полнении [7]: 

 
 * * 1 *( , ) ( ) ( )max

x X
d x trM M mε ε ε


−

∈
= = , * 1 *( , ) ( ) ( ) ( )Td x f x M f xε ε−= .  (3) 

 
Оптимальные планы эксперимента будем находить численно. В этом случае условия (3) будут выпол-

няться приближенно: 
 

 max ( , )s

x
d x mε δ

∈
− ≤

X
.   (4) 

 
В качестве начального плана возьмем дискретное множество точек в виде достаточно плотной сетки на 

X . При поиске оптимального плана будем изменять веса точек с использованием метода проекции градиента. 
Контроль достижения точки экстремума будем осуществлять по выполнению соотношения (4).  

 
III. ТЕОРИЯ 

Пусть области определения факторов 1,..., kx x  разбиты на 1,..., ks s  локальных подобластей. Для фактора 

jx  локальные подобласти будем называть нечеткими партициями и обозначать как 1 2, , ,
jj j jsℜ ℜ ℜ , 

1, ,j k= . Принадлежность заданного значения фактора той или иной нечеткой партиции будем определять 

через индикаторную функцию 1 1 2 2( ) [0,  1], 1, , , ( ) [0,  1], 1, ,  i jx i s x j sµ µ ∈ = ∈ = , , ( ) [0,  1], 1, ,l k kx l sµ ∈ = . 

Введенное понятие индикаторной функции близко к понятию функции принадлежности для лингвистических 
переменных [2–4]. Для исключения появления каких-либо артефактов в искомой зависимости на локальных 
участках используется нормировка: 

 

 
1 2

1 2
1 1 1

( ) 1, ( ) 1, , ( ) 1
kss s

i j l k
i j l

x x xµ µ µ

= = =

= = =∑ ∑ ∑ . (5) 

 
Разобьем области действия, например, двух факторов 1 2,x x  на перекрывающиеся подобласти. На 

отдельных партициях поведение отклика системы будем описывать линейной зависимостью. Моделирующую 
систему правил в этом случае можно представить как 

 

 1 1 2 2

0 01 02 1 11 12 1 2 21 22 2

:    (    ) (   )  then 

 ( ) ( ) .
ij i j

ij i j i j i j

If x x

y x x

Π

θ θ θ θ θ θ θ θ θ

∧∈ ℜ ∈ ℜ

′ = + + + + + + + +
 (6) 

 
Имеется общая часть слагаемых 0 1 1 2 2x xθ θ θ+ + , которая входит в каждое правило в (6). Систему правил 

запишем в виде модели наблюдения 
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1 2

1 2 1 2
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1 1 1 1
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ij i i j j
i j

s s s s

i i j j i i j j ij
i j i j
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x x x x x x

θ µ θ µ θ

θ µ θ µ θ θ µ θ µ θ ε
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∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑
 (7) 

 
Для обеспечения идентифицируемости модели (7) удалим из нее ряд регрессоров: 

1 1( )s xµ , 
2 2( )s xµ , 

1 1 1( )s x xµ , 
1 1 2( )s x xµ ,

2 22 1 2 2( ) , ( )s sx x x xµ µ .  

 
IV. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТОВ 

В целях стандартизации входные факторы определим на отрезке [ 1, 1]− + . При рассмотрении локально-
адаптивных регрессионных моделей будем использовать сигмовидные индикаторные функции. При этом раз-
мещать нечеткие партиции будем симметрично относительно нулевого значения фактора.  

В случае двух партиций будем первую располагать в зоне отрицательных значений фактора, а вторую – 
соответственно в зоне положительных значений: 2 1 2 1( ) ( )

1 2( ) 1/ (1 ), ( ) 1/ (1 )d x d d x dx e x eµ µ− − −= + = + , где 2d  – 

коэффициент пологости; 1d  – точка симметрии, 1( ) 0.5dµ = . В случае двух партиций логично точкой симмет-

рии считать нулевую точку, 1 0d = . В случае трех партиций удобнее 1d  рассматривать по модулю и в этом слу-
чае индикаторные функции принимают вид  

 

2 1 2 1
1 3 2 1 3( ) ( )

1 1( ) , ( ) , ( ) 1 ( ) ( )
1 1d x d d x dx x x x x

e e
µ µ µ µ µ+ − −= = = − −

+ +
. 

 
Локально-адаптивная регрессионная модель с одной независимой переменной на двух партициях 
 

0 1 1 01 1 11 ( / ) ( ) ( ) ( )TE y x f x x x x xθ θ θ µ θ µ θ= = + + + . 
 
Модель для трех партиций: 
 

0 1 1 01 2 02 1 11 2 12 ( / ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )TE y x f x x x x x x x xθ θ θ µ θ µ θ µ θ µ θ= = + + + + + , 
 
где 1 2 1 2 ( ) (1, , ( ), ( ), ( ) , ( ) )Tf x x x x x x x xµ µ µ µ= . 

В табл. 1, 2 в столбцах приведены D − оптимальные планы для линейной и квадратичной модели с двумя 
партициями. Точность выполнения условий (4) обеспечивалась на уровне 31*10δ −= . Оптимальный план для 
обычной линейной модели состоит из точек { }1, 1− + . Поскольку в нашем случае мы будем оценивать две ло-

кальные линейные модели, то можно ожидать, что в спектр плана войдут граничные точки { }1, 1− + , а также 

точки, с относительно большими значениями соответствующих индикаторных функций. Пример расположения 
точек спектра оптимального плана приведен на рис. 1.  

Как мы и предполагали, для оценивания отдельной линейной локальной модели основная информация 
берется из двух точек, в которых значение соответствующей индикаторной функции близко к 1. При увеличе-
нии пологости индикаторной функции (при уменьшении 2d ) ширина зоны с относительно большими ее значе-
ниями сжимается. Координаты второй точки при этом смещаются к концам отрезка, а характеристики опти-
мальных планов *( )M ε  и 1 *( )trM ε−  ухудшаются. Оптимальный план для обычной квадратичной модели со-

стоит из точек { }1, 0, 1− + . Поскольку в нашем случае мы будем оценивать две квадратичные модели, то можно 

ожидать, что в спектр плана войдут граничные точки { }1, 1− + , точки, с относительно большими значениями 

соответствующих индикаторных функций и точки, располагающиеся примерно посередине интервала участка 
нечеткой партиции с относительно большими значениями индикаторной функции (см. табл. 2).  
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ТАБЛИЦА 1 
D − ОПТИМАЛЬНЫЕ ПЛАНЫ ДЛЯ ЛИНЕЙНОЙ LAR МОДЕЛИ С ДВУМЯ ПАРТИЦИЯМИ 

 

2d  *ε  *( )M ε  1 *( )trM ε−  

4 1 0,335 0,335 1
1/ 4 1/ 4 1/ 4 1/ 4
− − 

 
 

 
30,158*10−  236,16  

8 1 0,245 0,245 1
1/ 4 1/ 4 1/ 4 1/ 4
− − 

 
 

  
30,669*10−  86,391  

12 1 0,198 0,198 1
1/ 4 1/ 4 1/ 4 1/ 4
− − 

 
 

 
20,109*10−  66,07  

18 1 0,15 0,15 1
1/ 4 1/ 4 1/ 4 1/ 4
− − 

 
 

 
20,154*10−  55,419  

27 1 0,12 0,12 1
1/ 4 1/ 4 1/ 4 1/ 4
− − 

 
 

 
20,199*10−  49,26  

 
 

 
Рис. 1. Расположение точек оптимального плана для линейной локально-адаптивной модели  

на двух партициях и вид индикаторных функций при коэффициенте пологости 2d =18 
 
 

ТАБЛИЦА 2 
D − ОПТИМАЛЬНЫЕ ПЛАНЫ ДЛЯ КВАДРАТИЧНОЙ LAR МОДЕЛИ С ДВУМЯ ПАРТИЦИЯМИ 

 

2d  *ε  *( )M ε  1 *( )trM ε−  

4 1 0,69 0,22
1/ 6 1/ 6 1/ 6
± ± ± 

 
 

 
100,197*10−  63871  

8 1 0,62 0,169
1/ 6 1/ 6 1/ 6
± ± ± 

 
 

 
80,137*10−  5068  

12 1 0,58 0,133
1/ 6 1/ 6 1/ 6
± ± ± 

 
 

 
80, 486*10−  2601 

18 1 0,56 0,106
1/ 6 1/ 6 1/ 6
± ± ± 

 
 

 
70,107*10−  1832  

27 1 0,541 0,08
1/ 6 1/ 6 1/ 6
± ± ± 

 
 

 
70,185*10−  1492  
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В табл. 3 представлены оптимальные планы для линейной модели с тремя партициями и 1 0,4d = . 
 

ТАБЛИЦА 3 
D − ОПТИМАЛЬНЫЕ ПЛАНЫ ДЛЯ ЛИНЕЙНОЙ LAR МОДЕЛИ С ТРЕМЯ ПАРТИЦИЯМИ 

 

2d  *ε  *( )M ε  1 *( )trM ε−  

8 1 0,59 0, 22
1/ 6 1/ 6 1/ 6
± ± ± 

 
 

 
80,973*10−  790  

12 1 0,55 0, 24
1/ 6 1/ 6 1/ 6
± ± ± 

 
 

 
70, 477*10−  458  

18 1 0,52 0,27
1/ 6 1/ 6 1/ 6
± ± ± 

 
 

 
60,134*10−  344  

27 1 0,50 0,30
1/ 6 1/ 6 1/ 6
± ± ± 

 
 

 
60, 277*10−  285  

 
V. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 

Рассмотрим оптимальные планы для квадратичной LAR модели. Можно отметить, что увеличение поло-
гости индикаторной функции (при уменьшении 2d ) приводит к тому, что ширина зоны с относительно боль-

шими ее значениями сжимается и смещается к границам отрезка [ 1, 1]− +  вместе с координатой средней точки. 

При этом характеристики оптимальных планов *( )M ε  и 1 *( )trM ε−  ухудшаются. Связано это с тем, что, как 

известно, определитель информационной матрицы для плана на отрезке [ , ]a b  пропорционален модулю разно-

сти b a− . Координаты средней точки из этих трех точек равны примерно середине отрезка между двумя край-

ними точками. Если уменьшать пологость индикаторной функции, приближая ее к кусочно-постоянной с пере-
ключением в точке 0, то координата средней точки будет приближаться к –0.5 или +0.5 в зависимости от рас-
сматриваемой локальной квадратичной модели, а координаты третьей точки будут приближаться к 0. Напри-
мер, для случая 2d =50, спектр плана составят точки 1, 0,524, 0,057± ± ± .  

Для D – оптимального плана значение функции *( , )d x ε  в точках спектра равно числу параметров в мо-

дели. При этом максимальное ее значение *( , )max
x X

d x ε
∈

 на области планирования достигает минимального зна-

чения, обеспечивая условие G – оптимальности плана. Функция *( , )d x ε  определяет собой дисперсию оценки 

математического ожидания отклика в заданной точке. В случае G -оптимального планирования обеспечивается 

отсутствие точек в области планирования с относительно большой дисперсией *( , )d x ε . Например, для линей-

ных LAR моделей на двух партициях при использовании построенного оптимального плана *( , )max
x X

d x ε
∈

=4. 

Если вместо спектра оптимального плана использовать, например, четыре точки, расположенные равномерно 
на отрезке [ 1, 1]− + , то получим, что ( , )max

x X
d x ε

∈ 

=6. Другими словами – точность предсказания по модели на 

отдельных участках ухудшилась на 50%. Практический смысл использования оптимальных планов заключается 
в том, что они позволяют значительно увеличить как точность оценивания параметров модели, так и точность 
предсказания отклика по модели.  

 
VI. ВЫВОДЫ И ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе [8] предложена концепция активной идентификации локально-адаптивных регрессионных мо-
делей. В данной работе впервые построены D – оптимальные планы для LAR моделей от одной переменной с 
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сигмовидными индикаторными функциями. Использовались значимые для практики варианты LAR моделей 
с двумя и тремя нечеткими партициями. Проведен анализ закономерности расположения точек в спектре опти-
мальных планов.  
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