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1. Ââåäåíèå

Óðàâíåíèå Áàêëåÿ-Ëåâåðåòòà ïðèáëèæåííî (áåç ó÷åòà ñèëû òÿæåñòè è êàïèëëÿðíûõ
ñèë) îïèñûâàåò ïðîöåññ âûòåñíåíèÿ íåôòè âîäîé â ïîðèñòîé ñðåäå [1]. Îíî ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòûì ñëåäñòâèåì óðàâíåíèé íåðàçðûâíîñòè äëÿ êàæäîé èç ôàç:

m
∂si
∂t

+
∂wi

∂x
= 0, i = 1, 2

è çàêîíà Äàðñè:

wi =
k

µi

fi(s)
∂p

∂x
.

Çäåñü si è wi � ñîîòâåòñòâåííî íàñûùåííîñòè è ñêîðîñòè ôèëüòðàöèè äëÿ êàæäîé ôàçû,
s ≡ s2 = 1 − s1, fi(s) � îòíîñèòåëüíûå ôàçîâûå ïðîíèöàåìîñòè, µi� äèíàìè÷åñêèå
âÿçêîñòè âûòåñíÿåìîé (i = 1) è âûòåñíÿþùåé (i = 2) ôàç, p � äàâëåíèå, m� ïîðèñòîñòü
ñðåäû. Èç óðàâíåíèé íåðàçðûâíîñòè íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî w1 + w2 = Q0 � çàäàííîå
÷èñëî. Ïðè ýòîì ñîáñòâåííî óðàâíåíèå Áàêëåÿ-Ëåâåðåòòà èìååò âèä ãèïåðáîëè÷åñêîãî
çàêîíà ñîõðàíåíèÿ:

m
∂s

∂t
+Q0

∂ϕ(s)

∂x
= 0, t > 0, x > 0 (1)

Çäåñü

ϕ(s) =
µf2(s)

µf2(s) + f1(s)
, 0 ≤ s ≤ 1

� ôóíêöèÿ Áàêëåÿ-Ëåâåðåòòà, µ = µ1/µ2. Ôóíêöèÿ ϕ(s) íåïðåðûâíà â [0,1], ñòðîãî
âîçðàñòàåò íà èíòåðâàëå s < s < s̄, ϕ(s) ≡ ϕ(s) = 0 íà èíòåðâàëå 0 ≤ s ≤ s , è
ϕ(s) ≡ ϕ(s̄) = 1 íà èíòåðâàëå s̄ ≤ s ≤ 1.

Äëÿ óðàâíåíèÿ (1.1) ñòàâèòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à:

s(0, x) = s0(x), x > 0, s(x, 0) = const, t > 0 (2)

Âîçíèêíîâåíèå ðàçðûâíûõ ðåøåíèé âîçìîæíî â ñëó÷àå íàëè÷èÿ èíòåðâàëà âûïóêëîñòè
ó ôóíêöèè Áàêëåÿ-Ëåâåðåòòà � èíòåðâàëà, íà êîòîðîì ϕ′′(s) > 0. Ðàçðûâ îáðàçóåòñÿ ïðè
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óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåðâàëà 0 ≤ x1 < x < x2, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ íà÷àëüíûõ
äàííûõ s0(x) ñòðîãî óáûâàåò è s0(x) ∈ (s, s∗), ãäå s∗ ∈ (s, s̄) � òî÷êà ìàêñèìóìà ôóíêöèè
ϕ′(s). Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à èìååò îäíî óñòîé÷èâîå è öåëîå ñåìåéñòâî íåóñòîé÷èâûõ (â
ñìûñëå [2]) ðåøåíèé.

Åùå â 70-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà áûëî çàìå÷åíî [3, 4], ÷òî ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ Áàêëåÿ-Ëåâåðåòòà, ïîëó÷åííîå ïî ñõåìå Ëàêñà-Âåíäðîôôà [5], ïðèáëèæàåò íåóñòîé-
÷èâîå ðåøåíèå. Òåì íå ìåíåå, íè â ýòèõ, íè â äðóãèõ èçâåñòíûõ íàì ðàáîòàõ íå ïðèâå-
äåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé, îáîñíîâûâàþùèå ýòîò ôàêò. Äåëî â òîì, ÷òî ïîâåäåíèå
ðåøåíèÿ â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè åùå íå äîêàçûâàåò íàëè÷èå íåóñòîé÷èâîãî
ðåøåíèÿ. Ñëåäîâàëî áû ïðîâåðèòü ïîñòîÿíîñòâî ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàçðûâà,
ïîñòîÿíñòâî ïàðàìåòðà, îòâå÷àþùåãî çà âûáîð êîíêðåòíîãî íåóñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ èç
âñåãî ñåìåéñòâà è ïð. Ýòîìó âîïðîñó, â ÷àñòíîñòè, ïîñâÿùåíà äàííàÿ ñòàòüÿ. Êðîìå òî-
ãî, â äàííîé ðàáîòå ÷èñëåííî èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î òîì, êàê ñåòî÷íûå ïàðàìåòðû âëèÿþò
íà âûáîð íåóñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ. Âûÿñíèëîñü, ÷òî ýòîò âûáîð çàâèñèò òîëüêî îò ÷èñëà
Êóðàíòà - ïðè ðàçëè÷íûõ øàãàõ ñ îäíèì è òåì æå ÷èñëîì Êóðàíòà âîñïðîèçâîäèòñÿ
îäíî è òî æå ÷èñëåííîå ðåøåíèå. Ïðè ýòîì ïîëó÷åíèå íåóñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ âîçìîæíî
äàæå ïðè ÷èñëàõ Êóðàíòà çàìåòíî áîëüøèõ åäèíèöû. Ýòîò ëþáîïûòíûé ôàêò òðåáó-
åò äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ. Âñå ðàñ÷åòû ïðîâåäåíû äëÿ õîðîøî èçâåñòíûõ òåñòîâûõ
àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé [6], äåòàëüíî îïèñàííûõ â ñëåäóþùåì ïóíêòå.

2. Àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áàêëåÿ-Ëåâåðåòòà

Íèæå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå ôóíêöèè ôàçîâûõ ïðîíèöàåìîñòåé [6]:

f1(s) =


1, o ≤ s ≤ s(
s̄−s
s̄−s

)p
, s < s < s̄

0, s̄ ≤ s ≤ 1

f2(s) =


0, o ≤ s ≤ s(
s−s
s̄−s

)p
, s < s < s̄

1, s̄ ≤ s ≤ 1

(3)

ãäå p > 1 . Äëÿ p = 3, s = 0.2, s̄ = 0.8 ôóíêöèÿ Áàêëåÿ-Ëåâåðåòòà è åå ïðîèçâîäíàÿ â
çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà µ ïðèâåäåíû íà ðèñóíêàõ 1 è 2. Õàðàêòåðèñòèêè óðàâíåíèÿ

Ðèñ. 1. Ôóíêöèÿ Áàêëåÿ-Ëåâåðåòòà Ðèñ. 2. Ïðîèçâîäíûå Ôóíêöèè Áàêëåÿ-
Ëåâåðåòòà
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(1) îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì
dx

dt
= a(s),

ãäå

a(s) =
Q0

m
ϕ′(s), s < s < s̄.

Ïîëå õàðàêòåðèñòèê äëÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå 3. Ðåøåíèå çàäà÷è
èìååò âèä:

s(t, x) =

{
r(x/t), 0 < x < Dt
s , x > Dt

(4)

ãäå íà èíòåðâàëå ìîíîòîííîãî óáûâàíèÿ ôóíêöèè Áàêëåÿ-Ëåâåðåòòà ôóíêöèÿ r(ξ) îä-
íîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâà

Q0ϕ
′(r) = mξ. (5)

Â ñëó÷àå p = 3 è µ = 1 ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò áûòü âûïèñàíî â ÿâíîì âèäå:

r(ξ) = s+
2(s̄− s)

√
ξ

√
3 + 3

√
ξ −

√
3 + 2

√
3ξ − 3ξ

,

à ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàçðûâà åñòü

D =
4

3

Q0

m(s̄− s)
.

Ñîãëàñíî [2] (ñòð.448) óñòîé÷èâûé ðàçðûâ õàðàêòåðèçóåòñÿ íåðàâåíñòâàìè

ϕ(s)− ϕ(s)

s− s
≤ mD

Q0

≤ Q0

m

ϕ(r(D))− ϕ(s)

r(D)− s
, (6)

èìåþùèõ ìåñòî ïðè ëþáîì s ∈ (s, r(D)) .
Íàðÿäó ñ óñòîé÷èâûì èìååòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî íåóñòîé÷èâûõ ðàç-

ðûâîâ. Ïóñòü çàäàíû ÷èñëà λ ∈ (0, D) è

D̃ =
Q0

m

ϕ(r(λ))− ϕ(s)

r(λ)− s

� ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ íåóñòîé÷èâîãî ðàçðûâà. Ïðè ýòîì λ < D̃ < D . Òîãäà
îïðåäåëåíî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (1), (2):

sλ(t, x) =


r(x/t), 0 < x < λt

r(λ), λt < x < D̃t

s , x > D̃t

(7)

Ñîîòâåòñòâóþùåå ïîëå õàðàêòåðèñòèê èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå 4. Â îòëè÷èå îò (4) ôóíê-
öèè ñåìåéñòâà (7) ÿâëÿþòñÿ íåóñòîé÷èâûìè ðåøåíèÿìè: ïî õàðàêòåðèñòèêàì x − λt =
const ðåøåíèå ïðèíîñèòñÿ íå èç íà÷àëüíûõ äàííûõ, à ñ ëèíèè ðàçðûâà x − D̃t = 0.
Îòìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì íå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (6).
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Ðèñ. 3. Ïîëå õàðàêòåðèñòèê Ðèñ. 4. Ïîëå õàðàêòåðèñòèê íåóñòîé÷èâîé
çàäà÷è

3. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïî ñõåìå Ëàêñà-Âåíäðîôôà

Ñõåìà Ëàêñà-Âåíäðîôôà äëÿ çàäà÷è (1), (2) èìååò âèä:

m
si−1/2 − 0.5(sni + sni−1)

τ/2
+Q0

ϕ(sni )− ϕ(sni−1)

h
= 0,

m
sn+1
i − sni

τ
+Q0

ϕ(si+1/2)− ϕ(si−1/2)

h
= 0,

i = 1, 2, ... n = 0, 1, 2, ...

Â ðàñ÷åòàõ áóäåì ïîëàãàòü µ = 10 . Òî÷íîå ðåøåíèå âîñïðîèçâîäèòñÿ èòåðàöèîííûì
ìåòîäîì ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (5). Íà ðèñóíêå 5 ïðèâåäåíû ðåøåíèå ïî ñõåìå
Ëàêñà-Âåíäðîôôà (êðèâàÿ 1) è óñòîé÷èâîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå (êðèâàÿ 2) â ìîìåíò
âðåìåíè t = 0.3 ïðè ðàçáèåíèè M = 1/h = 2048, N = 1/τ = 8192, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
÷èñëó Êóðàíòà

K = max
s

ϕ′(s)
Q0

m

τ

h
≈ 0.44

Ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ïî ñõåìå Ëàêñà-Âåíäðîôôà, èìååò âèä (7). Â ñâÿçè ñ ýòèì âûäâè-
ãàåòñÿ ãèïîòåçà, ÷òî ñõåìà Ëàêñà-Âåíäðîôôà âîñïðîèçâîäèò ðåøåíèå èç íåóñòîé÷èâîãî
ñåìåéñòâà. ×òîáû ýòó ãèïîòåçó ïîäòâåðäèòü, íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñêîðîñòü ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ ðàçðûâà â ýòèõ ðåøåíèÿõ è çíà÷åíèå íàñûùåííîñòè r(λ) íå çàâèñÿò îò âðåìåíè.
Òàêæå áóäåì ñëåäèòü çà âûïîëíåíèåì óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ áàëàíñà: A = Q, ãäå

A =

1∫
0

(s− s)dx, Q =
Q0

m
t.

Â òàáëèöå 1 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðè τ/h = 1/8 (K ≈ 0.44). Ïîñëåäíÿÿ
ñòðî÷êà â òàáëèöå 1 îòðàæàåò ìîìåíòû âûõîäà ðåøåíèÿ íà ïîëî÷êó ïîñòîÿííîãî çíà-
÷åíèÿ, âûñ÷èòàííûå ïî çíà÷åíèþ r(λ) â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé:

ξ = µpzp−1(r)

(
1 + z(r)

µ+ zp(r)

)2

,
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Ðèñ. 5. Ðåøåíèå ïî ñõåìå Ëàêñà-Âåíäðîôôà

ãäå z(r) = (s̄ − r)/(r − s). Ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ �ñòðåìÿòñÿ� ê
âû÷èñëåííûì òåîðåòè÷åñêè ñ óìåíüøåíèåì øàãîâ ñåòêè. Êàê âèäíî èç òàáëèöû 1, ÷èñ-
ëåííîå ðåøåíèå íå çàâèñèò îò øàãîâ ñåòêè ïðè ôèêñèðîâàííîì ÷èñëå Êóðàíòà. Óìåíü-
øåíèå ÷èñëà Êóðàíòà â 2 ðàçà ïðèâåëî ê ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòàì: çíà÷åíèå íà ïîëî÷êå
ðàâíî 0.5760, ñêîðîñòü ðàçðûâà êîëåáëåòñÿ îêîëî çíà÷åíèÿ 1.56, áàëàíñ ñîõðàíÿåòñÿ ñ
òîé æå òî÷íîñòüþ.

Êðîìå òîãî, ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî óñëîâèåK ≤ 1 íå ãàðàíòèðóåò óñòîé÷èâîñòü ñ÷åòà
ïî ñõåìå Ëàêñà-Âåíäðîôôà. Òàê, âèäèìûå êîëåáàíèÿ ïîÿâëÿþòñÿ óæå ïðè K ≃ 0.7
(ñì. òàáëèöó 2). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè K > 1 âîçìîæíî ÷èñëåííîå âîñïðîèçâåäåíèå
íåóñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ. Äëÿ µ = 10 max

s
ϕ′(s) ≃ 5.8693 . Çàôèêñèðóåì M = 100, t = 0.5.

Óìåíüøàÿ N , ïîñòåïåííî áóäåì óâåëè÷èâàòü ÷èñëî Êóðàíòà. K1 � íàèìåíüøåå çíà-
÷åíèå ÷èñëà Êóðàíòà, ïðè êîòîðîì ñòàíîâÿòñÿ çàìåòíû êîëåáàíèÿ. Ïðè äàëüíåéøåì
óìåíüøåíèè N (ñîîòâåòñòâåííî, óâåëè÷åíèè Ê) ðåøåíèÿ ïî ñõåìàì �óãîëîê� è Ëàêñà-
Âåíäðîôôà, îñöèëëèðóÿ, �ñòðåìÿòñÿ� äðóã ê äðóãó. K2 � íàèìåíüøåå ÷èñëî Êóðàíòà,
ïðè êîòîðîì ðåøåíèÿ ñîâïàäàþò. Ïðè÷åì ïîëó÷åííîå ðåøåíèå îòíîñèòñÿ ê ñåìåéñòâó
íåóñòîé÷èâûõ ðåøåíèé çàäà÷è. Ïðè ñîîòíîøåíèè øàãîâ ñåòêè, ñîîòâåòñòâóþùåì ÷èñëó
Êóðàíòà K1, â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè çíà÷åíèå íà ïîëî÷êå ðàâíî 0.4692, à ñêîðîñòü
ðàçðûâà � ïðèìåðíî 1.88. Ïðè τ/h = 2/3 (K ≃ 2.347) ñîîòâåòñòâåííî 0.5944 è 1.5.
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"×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ôèëüòðàöèè íåñæèìàåìîé æèäêîñòè". 1975. Íîâîñè-
áèðñê, ÂÖ ÑÎ ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñ. 137�154.
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M×N t=0.2 t=0.3 t=0.4 t=0.5

32×256
0.5656
1.5386
0.00907

0.5657
1.5582
0.00905

0.5657
1.6311
0.00903

0.5657
1.6250
0.00901

r(λ)

D̃
A−Q

64×512
0.5657
1.6307
0.00451

0.5657
1.6103
0.00450

0.5657
1.5999
0.00449

0.5657
1.5936
0.00448

r(λ)

D̃
A−Q

128×1024
0.5657
1.5999
0.00225

0.5657
1.6103
0.00224

0.5657
1.5999
0.00223

0.5657
1.5938
0.00223

r(λ)

D̃
A−Q

256×2048
0.5657
1.5999
0.00112

0.5657
1.5997
0.00111

0.5657
1.5999
0.00111

0.5657
1.6016
0.00111

r(λ)

D̃
A−Q

512×4096
0.5657
1.5999
0.00056

0.5657
1.6013
0.00056

0.5657
1.6010
0.00056

0.5657
1.5976
0.00055

r(λ)

D̃
A−Q

1024×8192
0.5657
1.6015
0.00028

0.5657
1.5980
0.00028

0.5657
1.5990
0.00028

0.5657
1.5996
0.00027

r(λ)

D̃
A−Q

0.0629 0.0944 0.1258 0.1573 λt

Òàáëèöà 1.

Q0/m 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
N1 179 255 341 425 510

(τ/h)1 0.5587 0.392 0.293 0.235 0.196
K1 0.656 0.690 0.688 0.690 0.690
N2 62 94 125 157 188

(τ/h)2 1.613 1.064 0.4 0.637 0.532
K2 1.893 1.873 1.878 1.869 1.873

Òàáëèöà 2.

[5] Ð. Ðèõòìàéåð, Ê. Ìîðòîí. Ðàçíîñòíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷. Ìîñêâà, Ìèð,
1972.

[6] À.Í. Êîíîâàëîâ. Çàäà÷è ôèëüòðàöèè ìíîãîôàçíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Íîâîñè-
áèðñê: Íàóêà, 1988.


