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In this note we introduce a notion of 

R -generalized solution to Maxwell equations with strong singularity in a 2D non-

convex polygonal domain. We develop a new weighted edge FEM. Results of numerical experiments prove the effi-

ciency of this method. 

 

Введение 

Уравнения Максвелла используются для построения математических моделей электро-

магнитных волн в физике плазмы, в электродинамике сверхвысоких частот и других разде-

лах физики. Часто при исследовании практических задач область ее решения является невы-

пуклой, а граница содержит тупые углы. Такая геометрическая особенность приводит к по-

явлению сильных электромагнитных полей, которые, например, оказывают негативное влия-

ние на функционирование различных высокочастотных устройств. С математической точки 

зрения это проявляется в том, что решение системы уравнений Максвелла имеет сильную 

сингулярность, интеграл Дирихле от функции решения расходится, и поэтому оно не при-

надлежит пространству С.Л. Соболева 1

2W . 

В последние два десятилетия краевые задачи для уравнений Максвелла с сильной син-

гулярностью привлекают внимание многих исследователей из разных стран. Так, группой 

французских математиков под руководством Ф. Съярле (P. Ciarlet) и Ф. Ассоуса (F. Assous) 

был разработан метод, называемый методом сингулярных дополнений (SCM), и его различ-

ные варианты. Суть этого метода состоит в представлении решения в виде суммы двух сла-

гаемых: первое из них является регулярной составляющей, а второе – сингулярной (см., на-

пример, [1]–[4]). Другой подход к решению уравнений Максвелла с сильной сингулярно-

стью, созданный М. Костабель (M. Costabel) и М. Дауг (M. Daug), заключается в предвари-

тельной регуляризации исходных уравнений. Для этого в обобщенную постановку вводится 

дополнительное дивергентное слагаемое с весом, что приводит к эллиптической задаче, эк-

вивалентной первоначальной (см. [5], [6]). 

Нами для краевых задач с сильной сингулярностью была разработана теория числен-

ных методов на основе введения понятия R -обобщенного решения (см., напр., [7]–[11]). Та-

кой подход позволил в зависимости от особенностей исходных данных (коэффициентов и 

правых частей уравнения и граничных условий) и геометрии границы области определить 

весовое пространство или множество, которому принадлежит решение, а так же строить ре-

гуляризатор, ограничивающий влияние сингулярности на точность численного нахождения 

приближенного решения. В настоящей работе для системы уравнений Максвелла с сильной 

сингулярностью, вызванной наличием тупого угла у границы области, на основе введения 

R -обобщенного решения создан весовой векторный метод конечных элементов. Численные 

эксперименты модельных задач показали, что порядок скорости сходимости приближенного 

решения к точному решению предлагаемого метода более чем в полтора раза выше по срав-

нению с результатами авторов работ [3] (см. оценку (26)), [6] и [12]. 

 

1. Основные обозначения 

Пусть 2R , 3R  – двумерное и трехмерное евклидовы пространства с элементами 

),( 21 xxx  , ),,( 321 xxxx   соответственно. Через   будем обозначать ограниченную об-



ласть этих пространств,  – ее граница, n – единичный вектор внешней нормали к  . В 

случае, когда 2R , τ  – единичный касательный вектор к  . Вектор-функции 
33: RRf   или 33 ],0[: RTRf   будем обозначать прописными латинскими буквами с 

чертой: ))(),(),(()( 321 xExExExE  , а вектор-функции 22: RRf   – жирными латинскими 

или греческими буквами: ))(),(()( 21 xExEx E . 

В случае, когда 2R , будем использовать скалярный и векторный операторы rot : 
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С изучением уравнений Максвелла тесно связаны функциональные пространства 

2 2(curl, ) { ( ) curl ( )}H L     E L E , 0(curl, ) { (curl, ) 0, }H H x      E E τ , 

2 2(div, ) { ( ) div ( )}H L     E L E , (div0, ) { (div, ) div 0}H H    E E , 

0(curl, ) (div0, )V H H    . 

Пусть область 2R  имеет особую точку границы )0,0(O . Введем в рассмотрение ве-

совую функцию )(x , в некоторой  -окрестности )(OB  точки )0,0(O  совпадающую с рас-

стоянием до нее, а вне этой окрестности равную постоянной . 

Определим весовое пространство Соболева )(,2 kH   с нормой: 
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 ,   – неотрицательное действительное число, ),( 21   , 21,  –

неотрицательные целые числа, 21   . При 0k  )()( ,2,2   LH k
. Соответствующие 

пространства вектор-функций будем обозначать )(,2 k

H , )(,2 L . Через )(,2 
k





H  обозначим 

подпространство пространства )(,2 k

H , образованное вектор-функциями с нулевой каса-

тельной составляющей на  : }  п.в. для 0)({)( ,2,2  x
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2. Постановка задачи 

Пусть   – область пространства 3R . Следуя работам [1], [6], будем предполагать, что 

граница области сверхпроводящая, среда однородная (вакуум), свободные электрические за-

ряды отсутствуют, а рассматриваемое электромагнитное поле и ток – периодическое во вре-

мени с постоянной круговой частотой  : 

).exp()(),(),exp()(),(),exp()(),( tixJtxJtixBtxBtixEtxE    

Тогда система уравнений Максвелла, замкнутая соответствующими граничными усло-

виями, будет иметь вид: 
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Здесь E  – напряженность электрического поля, B  – индукция магнитного поля, J – плот-



ность тока проводимости, c – скорость света, 0 – электрическая постоянная.  

Следуя [1], будем считать, что E , B , J  не зависят от переменной 3x . Тогда исходную 

систему (1) можно декомпозировать на совокупность двух систем в двумерной области: с 

неизвестными E )0,,( 21 EEE , BBB  ),0,0( 3  (ТЕ-волна) и EEE  ),0,0( 3 , 

B )0,,( 21 BBB  (ТМ-волна). В дальнейшем положим   2]0,1[]1,0[\)1,1()1,1( R , 

т.е.   – L-образная область с границей  , содержащая тупой внутренний угол величиной 

23  с вершиной в точке )0,0(O . Используя стандартный прием (см., напр., [1]), приведем 

систему (1), записанную для ТЕ-волны, к краевой задаче:  

 ,rot 2
fEErot  k  (2) 

 ,,0div  xE  (3) 

 .,0  xτE  (4) 

Поскольку область невыпуклая, то, как известно, решение задачи (2)-(4) принадлежит 

пространству V  и не принадлежит пространству )(1 H  (см., например, [1], [5], [6]). Следо-

вательно, для этой задачи нельзя определить обобщенное решение. 

Введем для задачи (2)-(4) понятие R -обобщенного решения (см. [7]-[11]). Для этого 

обозначим через 

),,())rot(,(rot),( 222
FEFEFE

  ka   

).,()( 2
FfF

b  

билинейную и линейную формы соответственно. 

Определение 1. Вектор-функцию ( )xE  из пространства 1

2, ( ) H  назовем R -

обобщенным решением задачи (2)-(4), если она удовлетворяет условию соленоидальности 

(3), и для каждой вектор-функции 1

2, ( ) F H  справедливо интегральное тождество: 

)(),( FFE ba  . 

 

3. Построение схемы метода конечных элементов 

Построим схему весового векторного метода конечных элементов для нахождения 

приближенного R -обобщенного решения задачи (2)-(4).  

Осуществим триангуляцию области  , для этого горизонтальными и вертикальными 

прямыми jhx  11 , lhx  12 , Nlj ,0,  , разобьем   на совокупность hN

iiKK 1}{}{   

замкнутых квадратов iK . Здесь N – положительное целое четное число, 
N

h
2

 , 
4

3 2N
Nh  . 

Квадраты iK  будем называть конечными элементами. 

Пусть 
hSSS ,,1   – множество тех сторон конечных элементов iK , которые не принад-

лежат границе области  : }.2
2

3
,,,,1,{

2

N
N

SSSiSS hiSi h
  Обозначим через 

iM  середину стороны iS , hSi ,1 . 

Для каждого конечного элемента iK  обозначим через ),( 21
iii KKK

ooO   его центр, iK

jS  – 

стороны, ),( 21
iii K

j

K

j

K

j mmM   – середины сторон iK

jS , .4,1j  

Введем функции формы элемента iK , ассоциированные с его сторонами: 
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где i , j  – ортонормированный базис пространства 2R . 

Для каждой стороны SSi   введем весовую базисную функцию. Пусть mK  и nK  – два 

конечных элемента с общей стороной iS , а mK

jψ , nK

lψ  – их функции формы, ассоциирован-

ные с этой стороной. Тогда соответствующая базисная функция задается как: 
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Обозначим через hV  линейную оболочку hS

ii 1}{ ψ . Очевидно, что )(
1

,2  



HVh . В этом 

подпространстве будем искать приближенное R -обобщенное решение задачи (2)-(4). 

Определение 2. Приближенным R -обобщенным решением задачи (2)-(4) по весово-

му векторному методу конечных элементов будем называть вектор-функцию h

h
VE  , ко-

торая для любой вектор-функции hh Vv   удовлетворяет интегральному тождеству: 

).(),( hh

h ba vvE   

Приближенное R -обобщенное решение будем искать в виде: 
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где iii gMd )( , constig . 

Неизвестные id  найдем из системы линейных алгебраических уравнений 

 bd A , (5) 

где T

Sh
dd ),,( 1 d , )( ijAA  , hSji ,1,  , ),( jiij aA ψψ , T

Sh
bb ),,( 1 b , )( ii bb ψ . 

 

4. Результаты численных экспериментов 

Для проведения численного анализа серии модельных задач системы уравнений Мак-

свелла с сингулярностью нами была разработана программа “Проба-III” на основе весового 

векторного МКЭ, изложенного в п. 3, и GMRES-метода для решения СЛАУ (5). Для найден-

ного приближенного R -обобщенного решения величина ошибки вычислялась как модуль 

разности с точным решением в серединах сторон конечных элементов и в норме пространст-

ва )(,2 L . Здесь мы приведем результаты численного анализа для одной модельной задачи. 

Для этого введем вспомогательную функцию   3.3
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 xxxxxx . Положим 

rotE  . Для данного E  и коэффициентов 3001 k  и 2202 k  (частота 14.314 ГГц и 10.5 

ГГц соответственно) определялась правая часть f . Вычисления проводились на сетках с раз-

личным шагом h . Результаты тестовых расчетов приведены в таблицах, на графиках и на 

рисунках. 

 
Таблица 1. Зависимость ошибки 

)(,2 





L
EE

h  от количества отрезков разбиения N , 084.0,3.0,0.2    

(
1kk  ), 078.0,3.0,9.1    (

2kk  ). 

N 32 64 128 256 

1kk   0.0006091 0.0002369 0.0001133 0.0000632 

2kk   0.0007130 0.0002825 0.0001411 0.0000901 

 



Результаты, приведенные в таблице 1, также изображены на рисунке 1. 

  
 (а) (б) 

Рисунок 1. Зависимость ошибки 
)(,2 





L

EE
h  от количества отрезков разбиения N , 

1kk   (а), 
2kk  (б). 

В таблице 2 для найденного приближенного R -обобщенного решения мы приводим 

количество точек (в процентах от их общего числа), в которых погрешности 

)()( 111 i

h

ii MEME   , )()( 222 i

h

ii MEME   , hSi ,1 , меньше заданной предельной по-

грешности 410 . 

 
Таблица 2. Количество точек (в процентах от их общего числа), в которых погрешности меньше данной пре-

дельной 410 , 084.0,3.0,0.2    (
1kk  ), 078.0,3.0,9.1    (

2kk  ). 

N 32 64 128 256 

1kk   10.33% 34.18% 71.04% 83.64% 

2kk   10.73% 34.43% 69.75% 85.88% 

 

     
 N=32 N=64 N=128 N=256 

(а) 

 

     
 N=32 N=64 N=128 N=256 

(б) 

Рисунок 2. Распределение точек 
iM  с погрешностью 

i1  в заданных пределах для компоненты hE 1
 приближен-

ного 
R -обобщенного решения, 

1kk   (а), 
2kk   (б). 



На рисунке 2 изображено распределение точек iM  с погрешностью i1  в заданных пре-

делах для компоненты hE 1  приближенного R -обобщенного решения на различных сетках. 

Рисунок для компоненты hE 2  аналогичный. 

Результаты серии расчетов показали, что с измельчением сетки численное решение по 

весовому векторному методу конечных элементов сходится к точному решению в норме 

)(,2 


L
со скоростью )(hO , что более чем в полтора раза по порядку степени h  превосходит 

результаты, установленные в работах других авторов (см., например, [3], [6] и [12]); количе-

ство узлов с погрешностью, превосходящей заданную предельную  , и радиус окрестности, 

содержащей их, уменьшаются. 
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