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В работе рассматриваются обратные задачи для плоских стационарных около-
звуковых течений газа, т.е. задачи заключающейся в определении формы профиля
обтекаемого потоком газа по заданному на его контуре распределению давления
или модуля скорости.

Исследованием различных вариантов обратных задач и приближенным методам ре-
шения посвящено большое количество работ, подробный обзор которых можно найти
[1] , [2].

Посредством специального выбора независимых переменных и искомых функций
исходная задача приводится к построению решения квазилинейной симметрической си-
стемы уравнений первого порядка.

Рассмотрим плоское установившееся безвихревое течение газа в каналеD ограничен-
ном непроницаемыми стенками Γ1 : y = f1(x) и Γ2 : y = f2(x), являющиеся искомыми и
на которых задаются модули скорости

q|Γ1 = q1(s) и s ∈ [0, s1]

q|Γ2 = q2(s) и s ∈ [0, s2] (1)

как функции параметра длины дуги s.

Рис. 1. Область течения

Предполагается, что функции q1(s) и q2(s) являются монотонно возрастающими и
непрерывно дифференцируемыми, т.е. выполнены условия
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dq1
ds

(s) > 0,
dq2
ds

(s) > 0 (2)

Кроме того считаем, что q1(0) = q2(0) = Q0 и q1(s1) = q2(s2) = Q1. Условия (2)
означают, что существуют обратные функции: s|Γ1 = s1(q), s|Γ2 = s2(q). Следовательно,
dq1
ds

(s1(q)) и dq2
ds

(s2(q)) являются функциями модуля скорости q. Участки границы Γ3 и
Γ4 являются линиями уровня модуля скорости, т.е.

q|Γ3 = Q0 и q|Γ4 = Q1 (3)

и до решения так же неизвестны.
Пусть ϕ(x, y) и ψ(x, y) – соответственно потенциал и функция тока течения, q =

(ϕ2
x(x, y)+ϕ

2
y(x, y))

1
2 – модуль скорости, θ – угол наклона вектора скорости к оси OX,ρ =

ρ(q) – плотность, M = M(q) – число Маха, 1 −M2 = 1
ρ
d
dq

(q · ρ).
Система уравнений для ϕ и ψ, описывающая это движение, на плоскости годографа

записывается в виде [3]:

ϕθ =
q

ρ
ψq, ϕq =

1 −M2

ρq
ψθ (4)

Выберем в качестве независимых переменных ψ и q и преобразуем (4) к уравнениям
для θ(q, ψ) и ϕ(q, ψ):

q

ρ
θq = −ϕψ, θψ = −ρ

q

k + ϕ2
ψ

ϕq
, k(q) =

1 −M2

ρ2
(5)

Полагая, наконец, ϕq = ρ
uq
, ϕψ = − v

u
, приходим к следующей симметрической си-

стеме уравнений для функций u и v:

kuq +
v

u
vq +

ρ

qu
vψ + k′u = 0,

v

u
uq − vq +

ρ

qu
uψ = 0 (6)

Система (6) эллиптична при q < qкр(k(q) > 0), гиперболична при q > qкр(k(q) < 0)

и вырождается при q = qкр, где qкр =
(

2
γ+1

) 1
2 – критическая скорость, γ – показатель

адиабаты.
На линиях тока ψ = const имеет место соотношение dϕ

ds
= dϕ

dx
dx
ds

+ dϕ
dy

dy
ds

= q cos2 θ +

q sin2 θ = q. Отсюда для функций u и v получим следующие выражения:

u =
ρ

qϕq
=

ρ

q
(
dϕ
ds

ds
dq

) =
ρ

q2

dq

ds
(7)

v =
q

ρ
θqu =

q

ρ
θs
ds

dq
u =

θs
q

(8)

Легко показать, что связь между плоскостью XOY и qOψ описывается соотноше-
ниями:

dz =

(
ρ

qu
dq −

(v
u
− i

ρ

)
dψ

)
eiθ

q
, z = x+ iy (9)

θψ = −ku
2 + v2

u
, θq =

ρ

q

v

u
(10)
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Так как кривые Γ1 и Γ2 являются линиями тока на которых ψ|Γ1 = ψ1 = const и
ψ|Γ2 = ψ2 = const, ψ1 < ψ2, а Γ3 и Γ4 линиями уровня модуля скорости (3), где Q0 < Q1,
то область D в плоскости XOY посредствам соотношения (9) отображается на прямо-
угольник Ω = {(q, ψ) : Q0 ≤ q ≤ Q1, ψ1 ≤ ψ ≤ ψ2} плоскости qOψ с соответствующими
участками границы γ1, γ2, γ3, γ4. Считая, что Q0 < qкр < Q1 в области Ω для системы
уравнений (6) ставится следующая краевая задача:

u (q, ψ1) =
ρ

q2

dq1 (s1 (q))

ds
= U1 (q) на γ1

u (q, ψ2) =
ρ

q2

dq2 (s2 (q))

ds
= U2 (q) на γ2 (11)

v (Q0, ψ) = 0 на γ3, ku2 + v2 ≤ 0 на γ4

Последнее условие гарантирует, что характеристики системы (6) на γ4 не входят справа
в область Ω, а это означает независимость решения в области Ω от условий справа от
γ4. Следуя работе [4] можно показать знакоопределенность оператора задачи (6), (11).
Обозначая посредствам a (q, ψ) = v

u
и b (q, ψ) = ρ

qu
заметим, что на решении системы

(6) из второго уравнения следует равенство ∂a
∂q

+ ∂b
∂ψ

= 0, которое используется при
построении разностной схемы.

Для численного решения задачи (6), (11) в области Ω строим сетку

ωh,τ = {(qn, ψm) : qn = Q0 + hn, ψm = ψ1 + τm, n = 0, 1, ..., N ;m = 0, 1, ...,M ;

h = (Q1 −Q0) /N ; τ = (ψ2 − ψ1) /M}

Используя стандартные обозначения, запишем разностную схему аппроксимирую-
щую дифференциальную задачу следующим образом

(kn+ 1
2
un+1,m − kn− 1

2
un−1,m)/2h+ (an+ 1

2
,mun+1,m − an− 1

2
,mun−1,m)/2h+

+(bn,m+ 1
2
vn,m+1 − bn,m− 1

2
vn,m−1)/2τ +

1

2
k′nun,m = 0,

(an+ 1
2
,mun+1,m − an− 1

2
,mun−1,m)/2h− (vn+1,m − vn−1,m)/2h+

+(bn,m+ 1
2
un,m+1 − bn,m− 1

2
un,m−1)/2τ = 0,

1 ≤ n ≤ N − 1; 1 ≤ m ≤M − 1

(an+ 1
2
,0un+1,0 − an− 1

2
,0un−1,0)/2h+ (vn+1,0 − vn−1,0)/2h+

+(bn, 1
2
un,1 − bn,0un,0)/τ = 0,

(an+ 1
2
,Mun+1,M − an− 1

2
,Mun−1,M)/2h− (vn+1,M − vn−1,M)/2h+

+(bn,Mun,M − bn,M− 1
2
un,M−1)/τ = 0,

1 ≤ n ≤ N − 1
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(k 1
2
u1,m − k0u0,m)/h+ (a 1

2
,mu1,m − a0,mu0,m)/h+

+(b0,m+ 1
2
v0,m+1 − b0,m− 1

2
v0,m−1)/2τ +

1

2
k′0u0,m = 0,

(kNuN,m − kN− 1
2
uN−1,m)/h+ (aN,muN,m − aN− 1

2
,muN−1,m)/h+

+(bN,m+ 1
2
vN,m+1 − bN,m− 1

2
vN,m−1)/2τ +

1

2
k′NuN,m = 0,

(aN,muN,m − aN− 1
2
,muN−1,m)/h− (vN,m − vN−1,m)/h+

+(bN,m+ 1
2
uN,m+1 − bN,m− 1

2
uN,m−1)/2τ = 0,

1 ≤ m ≤M − 1

(aN,1uN,1 − aN− 1
2
,1uN−1,1)/h− (vN,1 − vN−1,1)/h+

+(bN, 3
2
uN,2 − bN,1uN,1)/2τ = 0,

(aN,MuN,M − aN− 1
2
,MuN−1,M)/h− (vN,M − vN−1,M)/h+

+(bN,MuN,M − bN,M− 1
2
uN,M−1)/2τ = 0,

un,0 = U1(qn), un,M = U2(qn), v0,m = 0, (12)

0 ≤ n ≤ N, 0 ≤ m ≤M

Алгебраическая система (12) сохраняет свойства знакоопределенности оператора,
т.е. матрица этой системы знакоопределена, это позволило применить для ее решения
известный итерационный метод вариационного типа – метод минимальных невязок.
В качестве иллюстрации проведенных расчетов приведены рисунки 2 и 3. кривые на
этих рисунках соответствуют линям тока и линиям уровня модуля скорости. Течение
предполагалось симметричным и поэтому краевое условие на γ1 ставилось как v(q, ψ1) =
0. В обоих случаях ψ1 = 0, ψ2 = 1, Q0 = 0, 5, Q1 = 1, 5 на рис. 2 s = 2q на Γ2, а на
рис.3 s = 4q на Γ2.

Рис. 2. Линии тока и линии уровня модуля скорости
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Рис. 3. Линии тока и линии уровня модуля скорости
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