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Èññëåäîâàíà íîâàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè äëèííî-
âîëíîâûõ âîçìóùåíèé íà ïîâåðõíîñòè òîíêîãî ñëîÿ âÿçêîé æèäêîñòè, ñòåêàþùåãî
ïî âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà ñîãëàñóåòñÿ ñ ñèñòåìîé,
ïîëó÷àåìîé ìåòîäîì çàìåíû ïåðåìåííûõ, íî, â îòëè÷èå îò ïîñëåäíåé, èìååò äè-
âåðãåíòíûé âèä, ïîäõîäÿùèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíñåðâàòèâíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì.
Ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê îäíîìó óðàâíåíèþ äëÿ ñïåöèàëü-
íîé ôóíêöèè, àíàëîãè÷íîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ôóíêöèè òîêà, ñ ñîîòâåòñòâóþùè-
ìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Â ñëó÷àå óìåðåííûõ ÷èñåë Ðåéíîëüäñà â ïðåäïîëî-
æåíèè àâòîìîäåëüíîãî ïðîôèëÿ ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè äàííàÿ ñèñòåìà ïðèâîäèòñÿ
ê ìîäåëè Øêàäîâà, à ïðè ìàëûõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ
Íåïîìíÿùåãî äëÿ òîëùèíû ïëåíêè.

1. Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ñòåêàþùàÿ ïëåíêà æèäêîñòè � óíèêàëüíûé îáúåêò äëÿ èçó÷åíèÿ çàêîíîìåðíîñòåé íåëè-
íåéíîé âîëíîâîé äèíàìèêè. Îñîáåííîñòü åå ñîñòîèò â òîì, ÷òî, ñ îäíîé ñòîðîíû, èç-çà
ìàëîñòè õàðàêòåðíûõ òîëùèí òå÷åíèå æèäêîñòè îáû÷íî îñòàåòñÿ ëàìèíàðíûì, à ñ äðó-
ãîé � àìïëèòóäà âîçìóùåíèé òîëùèíû ïëåíêè ìîæåò ñóùåñòâåííî ïðåâûøàòü åå ðàâ-
íîâåñíîå çíà÷åíèå, ò. å. íåëèíåéíûå ýôôåêòû èãðàþò â âîëíîâîì ïðîöåññå ôóíäàìåí-
òàëüíóþ ðîëü.

Ïîëíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è âêëþ÷àåò óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà ñ ñîîòâåòñòâóþùè-
ìè êèíåìàòè÷åñêèìè è äèíàìè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Îäíîé èç îñíîâíûõ
òðóäíîñòåé ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ ïîäâèæíîñòü è íåîïðåäåëåííîñòü ïîëîæåíèÿ ãðàíè-
öû çàðàíåå. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ìîäåëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé,
îïèñûâàþùåé ýâîëþöèþ äëèííîâîëíîâûõ âîçìóùåíèé ïëåíêè æèäêîñòè ïðè óìåðåí-
íûõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà, â êîòîðîé ïðîáëåìà ñâîáîäíîé ãðàíèöû â îïðåäåëåííîì ñìûñëå
ðåøåíà.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðàâèòåëüñòâà Ðîññèè äëÿ ãîñóäàðñòâåííîé
ïîääåðæêè íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé ïðîâîäèìûõ ïîä ðóêîâîäñòâîì âåäóùèõ ó÷åíûõ â ðîññèéñêèõ âó-
çàõ � 11.G34.31.0035 (âåäóùèé ó÷åíûé � Â.Å. Çàõàðîâ, ÃÎÓ ÂÏÎ ¾Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò¿) è ãðàíòà Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (êîä ïðîåêòà 10-08-91333-
ÍÍÈÎ-à).
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Åñëè èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ ýôôåêòû êàïëåîáðàçîâàíèÿ è îñóøåíèÿ, òî îá-
ëàñòü, çàíèìàåìàÿ æèäêîñòüþ, îäíîñâÿçíà. Íàëè÷èå ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ïðè-
âîäèò ê îòñóòñòâèþ îñòðûõ êðîìîê íà ïîâåðõíîñòè ïëåíêè. Ïîýòîìó, åñëè ôóíêöèÿ
y = h(x, t), îïðåäåëÿþùàÿ ïîëîæåíèå òî÷åê ãðàíèöû îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé,
òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò, ïåðåâîäÿùåå
îáëàñòü òå÷åíèÿ æèäêîñòè â ïîëîñó ïîñòîÿííîé òîëùèíû:

x = x, η = y/h(x, t), t = t. (1)

Íîâûå ïåðåìåííûå (1) íå îðòîãîíàëüíû, ïîýòîìó îáû÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ â âåêòîðíîé ôîðìå íåïðèìåíèìà. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ÷àñòî îãðàíè÷èâàþòñÿ
ïðîñòîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ â èñõîäíûõ óðàâíåíèÿõ áåç ïðåîáðàçîâàíèÿ âåêòîðîâ è
òåíçîðîâ (ñì., íàïðèìåð, [1]). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ äåêàð-
òîâûõ êîìïîíåíò ñêîðîñòè æèäêîñòè. Ýòè êîìïîíåíòû, ðàçóìååòñÿ, íå îáðàçóþò âåêòîð
â íîâîé êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (1).

Äðóãîé ñïîñîá âûïîëíèòü ïðåîáðàçîâàíèå (1) ïðåäïîëàãàåò èñïîëüçîâàíèå íîâûõ ïå-
ðåìåííûõ â óðàâíåíèÿõ, çàïèñàííûõ â òåíçîðíîé, èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî ñèñòåì
êîîðäèíàò, ôîðìå. Îäíàêî äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìà ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ æèäêî-
ñòè â ïîëíîì ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ãäå îäíîé èç êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ âðåìÿ.
Â ôèçèêå òàêàÿ ñèñòåìà èçâåñòíà, êàê ñèñòåìà óðàâíåíèé ðåëÿòèâèñòñêîé ãèäðîäèíà-
ìèêè [2]. Òåíçîðíûå îáîçíà÷åíèÿ ïîçâîëÿþò ïåðåõîäèòü â ïðîèçâîëüíóþ ïîäâèæíóþ
ñèñòåìó êîîðäèíàò, à ïðèìåíåíèå êëþ÷åâîé èäåè îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè � ãðà-
âèòàöèÿ íå ìåíÿåò óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, íî âëèÿåò òîëüêî íà ìåòðèêó ïðîñòðàíñòâà �
ýëåãàíòíî ðåøàåò ïðîáëåìó âíåøíåé ñèëû òÿæåñòè. Çàïèñàâ óðàâíåíèÿ â íîâûõ êðèâî-
ëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ ïîêîìïîíåíòíî, ìû ìîæåì îãðàíè÷èòüñÿ ïåðâûì ÷ëåíîì ðàçëî-
æåíèÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó îòíîøåíèÿ ñêîðîñòè æèäêîñòè ê ñêîðîñòè ñâåòà è ïîëó÷èòü
â äëèííîâîëíîâîì ïðåäåëå ñèñòåìó [3]:
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∂h

∂t
+
∂(uh)

∂x
+
∂(hv)

∂η
= 0,

u(x, 0, t) = 0, v(x, 0, t) = 0, v(x, 1, t) = 0,
∂u

∂η
(x, 1, t) = 0.

(2)

Çäåñü h � òîëùèíà ïëåíêè, u è v � êîíòðâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû ïðîäîëüíîé è ïî-
ïåðå÷íîé ñêîðîñòè, ñîîòâåòñòâåííî, σ � ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå, ρ � ïëîòíîñòü, µ �
äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü æèäêîñòè.

2. Èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ñèñòåìû

Ãëàâíîå ïðåèìóùåñòâî ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà ïîçâîëÿåò ðàññìàò-
ðèâàòü çàäà÷ó â îáëàñòè ñ çàðàíåå èçâåñòíûìè ãðàíèöàìè. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîáëåìà
ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè � ðåøåíà. Îäíàêî, óïîìÿíóòûé âûøå ïîäõîä ñ ïðîñòîé çàìåíîé
ïåðåìåííûõ òàêæå ðåøàåò ýòó ïðîáëåìó. Äëÿ ñðàâíåíèÿ, ìîæíî ðàññìîòðåòü ñèñòåìó
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óðàâíåíèé, ïîëó÷åííóþ â [1]:
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(3)

Ïðîèíòåãðèðóåì ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé âòîðîå óðàâíåíèå (2) ïî êîîðäèíàòå η îò
0 äî 1:∫ 1

0

(∂(uh)

∂x
+
∂(hv)

∂η
+
∂h

∂t

)
dη =

∂h

∂t
+

∂

∂x

(
h

∫ 1

0

udη
)

+ (hv)
∣∣∣1
0

=
∂h

∂t
+

∂

∂x

(
h

∫ 1

0

udη
)

= 0

Âèäíî, ÷òî âòîðîå óðàâíåíèå (2) ñîâïàäàåò ñî âòîðûì óðàâíåíèåì (3). Êðîìå òîãî,
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Ïîýòîìó:
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Ðàñêðîåì ñêîáêè â ïåðâîì óðàâíåíèè (2):
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Î÷åâèäíî, ìîæíî èñïîëüçîâàòü âòîðîå óðàâíåíèå (2) è ðàçäåëèòü ðåçóëüòàò íà h. Òîãäà
ñ ó÷åòîì (4) âèäíî, ÷òî ïåðâûå óðàâíåíèÿ (2) è (3) òàêæå ñîâïàäàþò. Íî â îòëè÷èå îò
ñèñòåìû (3), íîâàÿ ñèñòåìà èìååò äèâåðãåíòíóþ ôîðìó, ïîäõîäÿùóþ äëÿ ïîñòðîåíèÿ
êîíñåðâàòèâíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì.

Ââåäåì íîâóþ ôóíêöèþ ψ(x, η, t), àíàëîãè÷íóþ ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ôóíêöèè òîêà
òàê, ÷òîáû âòîðîå óðàâíåíèå (2) âûïîëíÿëîñü òîæäåñòâåííî:

∂ψ
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= hu,
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(5)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (5) â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:
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ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:

ψ(x, 0, t) = 0,
∂ψ

∂η
(x, 0, t) = 0,

∂h

∂t
+
∂ψ

∂x
(x, 1, t) = 0,

∂2ψ

∂η2
(x, 1, t) = 0

Îïðåäåëèâ õàðàêòåðíûå ìàñøòàáû ñêîðîñòè � u0, äëèíû � l0, òîëùèíû � h0, âðåìåíè
� l0/u0 è ôóíêöèè ψ, îïðåäåëÿþùåé ðàñõîä ïëåíêè â äàííîì ñå÷åíèè � u0h0, ìîæíî
ïåðåïèñàòü óðàâíåíèå (6) â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ (ñ âåðõíåé˜).

Âûáåðåì h0 è u0 òàê, ÷òîáû h̃ = 1 è ψ̃(1) = 1 äëÿ áåçâîëíîâîãî òå÷åíèÿ:

ψ̃(1) =
ρgh2

0

3µu0

= 1, u0 =
ρgh2

0

3µ

Ââåäåì áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû: ÷èñëî Ðåéíîëüäñà � Re, ÷èñëî Âåáåðà � We, è îòíî-
øåíèå òîëùèíû ïëåíêè ê õàðàêòåðíîé äëèíå âîëíû � ε:

Re =
ρu0h0

µ
, We =

σ

ρgh2
0

, ε =
h0

l0

Â èòîãå, ïîëó÷àåì ñèñòåìó â áåçðàçìåðíîì âèäå:
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ψ̃(x̃, 0, t̃) = 0,
∂ψ̃

∂η
(x̃, 0, t̃) = 0,

∂h̃

∂t̃
+
∂ψ̃

∂x̃
(x̃, 1, t̃) = 0,

∂2ψ̃

∂η2
(x̃, 1, t̃) = 0

(7)

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â ñëó÷àå óìåðåííîãî ðàñõîäà, ôóíêöèÿ ψ̃(õ̃, η, t̃) ÿâëÿåòñÿ àâ-
òîìîäåëüíîé:

ψ̃(x̃, η, t̃) = ψ̃(x̃, 1, t̃)f(η) ≡ q̃(x̃, t̃)f(η),

òî ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (7) ïî êîîðäèíàòå η îò 0 äî 1, ïîëó÷èì:
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(8)

ãäå β =
∫ 1

0
(df/dη)2dη, γ = d2f/dη2

∣∣
0
. Äëÿ ïðîôèëÿ ñêîðîñòè Íóññåëüòà f(η) = (3/2)(η2−

η3/3) ýòî ïðèâîäèò ê ìîäåëè Øêàäîâà [4]:

∂q̃

∂t̃
+

6

5

∂

∂x̃

(
q̃2

h̃

)
= − 3

εRe

q̃

h̃2
+

3h̃

εRe
+

3Weε2

Re
h̃
∂3h̃

∂x̃3

∂h̃

∂t̃
+
∂q̃

∂x̃
= 0

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ìàëûõ ðàñõîäàõ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îäíîìó óðàâíåíèþ äëÿ ýâîëþ-
öèè âîçìóùåíèé òîëùèíû ïëåíêè. Ýòîò ðåçóëüòàò òàêæå ìîæåò áûòü ëåãêî ïîëó÷åí èç
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óðàâíåíèÿ (7) (íèæå ìû áóäåì îïóñêàòü çíàê˜). Âñëåäñòâèå ìàëîñòè òîëùèíû ïëåíêè
ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé âîëíû, ôóíêöèÿ òîêà ψ(õ, η, t) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðÿäà ïî
ìàëîìó ïàðàìåòðó ε:

ψ = ψ0 + εψ1 + ...

Â íóëåâîì ïîðÿäêå íàõîäèì:

∂3ψ0

∂η3
= −3h3, ψ0(x, 0, t) = 0,

∂ψ0

∂η
(x, 0, t) = 0,

∂2ψ0

∂η2
(x, 0, t) = 0,

∂h

∂t
+
∂ψ0

∂x
(x, 1, t) = 0

Ñëåäîâàòåëüíî:

ψ0 = h3

(
3

2
η2 − 1

2
η3

)
∂h

∂t
+ 3h2∂h

∂x
= 0 (9)

Äëÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ðàçëîæåíèÿ, èìååì:

∂3ψ1

∂η3
= Reh4

(
3η
∂h

∂t
+

9

2
η2h2∂h

∂x

)
− 3Weε2h3∂

3h

∂x3

ψ1 = Reh4

((
η4

8
− 3η2

4

)
∂h

∂t
+

(
3η5

40
− 3η2

4

)
h2∂h

∂x

)
−
(
η3

2
− 3η2

2

)
Weε2h3∂

3h

∂x3

Ïîäñòàâëÿÿ ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå (9), ïîëó÷åííîå â íóëåâîì ïîðÿäêå, ïðèõîäèì ê
âûðàæåíèþ:

ψ1 = Reh6∂h

∂x

(
3η5

40
− 3η4

8
+

3η2

2

)
−Weε2h3∂

3h

∂x3

(
η3

2
− 3η2

2

)
Âû÷èñëåíèå ôóíêöèè òîêà íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè äàåò:

ψ1(x, 1, t) =
6

5
Reh6∂h

∂x
+Weε2h3∂

3h

∂x3

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â ñîîòâåòñòâóþùåå ãðàíè÷íîå óñëîâèå è ïîëó÷èì
èñêîìîå ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå äëÿ òîëùèíû ïëåíêè:

∂h

∂t
+ 3h2∂h

∂x
+

∂

∂x

(
6

5
εReh6∂h

∂x
+Weε3h3∂

3h

∂x3

)
= 0 (10)

Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ìàëûìè, íî êîíå÷íûìè âîçìóùåíèÿìè, òî èç (10) ìîæíî ïîëó÷èòü
óðàâíåíèå, èçâåñòíîå òåïåðü êàê óðàâíåíèå Êóðàìîòî�Ñèâàøèíñêîãî:

∂H

∂t
+ 4H

∂H

∂x
+
∂2H

∂x2
+
∂4H

∂x4
= 0

Çäåñü Í � îòêëîíåíèå òîëùèíû ïëåíêè îò íåâîçìóùåííîãî óðîâíÿ. Îòìåòèì, ÷òî ïðè-
ìåíèòåëüíî ê æèäêîé ïëåíêå äàííîå óðàâíåíèå áûëî âïåðâûå ïîëó÷åíî Íåïîìíÿùèì â
[5].
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3. Çàêëþ÷åíèå

Èññëåäîâàíà íîâàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè äëèííîâîëíîâûõ
âîçìóùåíèé íà ïîâåðõíîñòè òîíêîãî ñëîÿ âÿçêîé æèäêîñòè, ñòåêàþùåãî ïî âåðòèêàëü-
íîé ïëîñêîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà ñîãëàñóåòñÿ ñ ñèñòåìîé, ïîëó÷àåìîé ìå-
òîäîì çàìåíû ïåðåìåííûõ, íî, â îòëè÷èå îò ïîñëåäíåé, èìååò äèâåðãåíòíûé âèä, ïîä-
õîäÿùèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíñåðâàòèâíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì. Ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî
ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê îäíîìó óðàâíåíèþ äëÿ ñïåöèàëüíîé ôóíêöèè, àíàëîãè÷íîé ãèäðî-
äèíàìè÷åñêîé ôóíêöèè òîêà, ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Â ñëó÷àå
óìåðåííûõ ÷èñåë Ðåéíîëüäñà â ïðåäïîëîæåíèè àâòîìîäåëüíîãî ïðîôèëÿ ïðîäîëüíîé
ñêîðîñòè äàííàÿ ñèñòåìà ïðèâîäèòñÿ ê ìîäåëè Øêàäîâà, à ïðè ìàëûõ ÷èñëàõ Ðåé-
íîëüäñà ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ Íåïîìíÿùåãî äëÿ òîëùèíû ïëåíêè.
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