
×èñëåííîå ðåøåíèåèíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿÊäÂ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âîëí âïàðîæèäêîñòíûõ ñðåäàõ ∗Í.È. �îðáåíêîÈíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêèè ìàòåìàòè÷åñêîé ãåî�èçèêè ÑÎ �ÀÍ,Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåòÍîâîñèáèðñê, nikolay.gorbenko�gmail.om1 ÂâåäåíèåÓðàâíåíèå Êîðòåâåãà-äå-Âðèçà (ÊäÂ) ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõèíñòðóìåíòîâ äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíîâûõ ïðîöåññîââ ñðåäàõ ñ äèñïåðñèîííûìè è íåëèíåéíûìè ñâîéñòâàìè, ñì. ìîíîãðà�èè[1-4℄ è öèòèðóåìóþ â íèõ ëèòåðàòóðó. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿñðàâíèòåëüíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè è ý��åêòèâíîñòè àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãîðåøåíèÿ íà äëèòåëüíûå âðåìåííûå èíòåðâàëû äëÿ óðàâíåíèÿ ÊäÂ ñïðàâîé ÷àñòüþ èíòåãðàëüíîãî âèäà, êîòîðîå îïèñûâàåò äèíàìèêó âîëíâ ïàðîæèäêîñòíîé ñðåäå ñ ó÷åòîì òåïëîîáìåíà ìåæäó ïóçûðüêàìè èîêðóæàþùåé èõ æèäêîñòüþ. Â äàííîì ñëó÷àå ïðèíèìàåòñÿ ñ�åðè÷åñêàÿÿ÷åèñòàÿ ìîäåëü ñðåäû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå ïóçûðüêè èìåþò îäèíàêîâûéðàäèóñ R, íàìíîãî ìåíüøèé ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè. Ïðè ýòîì êàæäûéïóçûðåê îêðóæàåòñÿ àäèîáàòè÷åñêîé ÿ÷åéêîé æèäêîñòè ñ êîíå÷íûì ðàäèóñîì
R∞ ≫ R è ðàâåíñòâîì íóëþ òåïëîâîãî ïîòîêà íà ãðàíèöå. Íà ãðàíèöåïóçûðåê-æèäêîñòü ïðèíèìàåòñÿ ðàâåíñòâî òåìïåðàòóðû ãðàíèöû òåìïåðàòóðåíàñûùåíèÿ Ts, ñîîòâåòñòâóþùåé îäèíàêîâîìó äàâëåíèþ ïàðà è æèäêîñòè
p(R) â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè p(t). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èñõîäíîå äàâëåíèå
p0(r) ïîñòîÿííî ïðè 0 < r < R∞, è â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0íà ãðàíèöå r = R∞ ñêà÷êîì ïðèêëàäûâàåòñÿ äàâëåíèå p∞.Èñõîäíàÿ ïîñòàíîâêà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè ãèäðîäèíàìèêè â ñ�åðè÷åñêîéñèñòåìå êîîðäèíàò, êîòîðûå çàìûêàþòñÿ óðàâíåíèåì �ýëåÿ äëÿ îäèíî÷íîãî

∗�àáîòà ïîääåðæàíà èíòåãðàöèîííûì ãðàíòîì ÑÎ �ÀÍ ÈÏ-59, à òàêæå ãðàíòîìÏðàâèòåëüñòâà �Ô N 11.634.31.035 (Í�Ó).1



ïóçûðüêà (çäåñü è äàëåå ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îïèñûâàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèèñ [4℄):
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(1)ãäå p, ρ, u � äàâëåíèå, ïëîòíîñòü è ñêîðîñòü ñðåäû, ïðè÷åì æèäêîñòüïðåäïîëàãàåòñÿ íåñæèìàåìîé, ïàð â ïóçûðüêå � ãîìîáàðè÷åñêèì.Ïîëàãàÿ â àêóñòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ìàëîñòü âîçìóùåíèé δR ≪
R0, δp ≪ p0, ïðèõîäèì ê íåëèíåéíîìó óðàâíåíèþ Áóññèíåñêà
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γp0/(ρ0ϕ0), β1 = R2
0/6ϕ0(1 − ϕ0), B = (γ + 1)/(2ϕ0ρ0), γ �ïîêàçàòåëü àäèàáàòû, à ϕ0 � íà÷àëüíîå îáúåìíîå ãàçîñîäåðæàíèå ñðåäû.Äëÿ ìîíîòîííî ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ è ñëàáî äå�îðìèðóåìîé âîëíûñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèÿ ∂/∂t = −c0∂/∂x óðàâíåíèå (2) ñâîäèòñÿê óðàâíåíèþ Êîðòåâåãà-äå-Âðèçà
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= 0. (3)Ïðè ó÷åòå äèññèïàòèâíûõ ïðîöåññîâ â âÿçêîé æèäêîñòè è òåïëîîáìåíàìåæäó ïóçûðüêàìè è îêðóæàþùåé èõ æèäêîñòüþ, êîòîðûé îöåíèâàåòñÿñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà Äþàìåëÿ èç ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿòåïëîïðîâîäíîñòè, äëÿ áåçðàçìåðíîãî äàâëåíèÿ p̃ = (δp/p0)(γ + 1)/2γïîëó÷àåì ðåëàêñàöèîííîå óðàâíåíèå Êîðòåâåãà-äå-Âðèçà-Áþðãåðñà (ÊäÂÁ)ñ ñèíãóëÿðíîé ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèåé â ïðàâîé ÷àñòè:
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, (4)ãäå ν åñòü ý��åêòèâíàÿ âÿçêîñòü, β = β1c0p
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a � òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòü ãàçà.Ïîëàãàÿ äëÿ ïðîñòîòû â (3) êîý��èöèåíòû ïðè ïðîèçâîäíûõ ðàâíûìèåäèíèöå, îäíîðîäíîå óðàâíåíèå ÊäÂ ïåðåïèøåì â �îðìå
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óðàâíåíèå ÊäÂ ìîæíî çàïèñàòü â ãàìèëüòîíîâîé �îðìå
pt = −∂x(
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). (6)Îáîçíà÷àÿ òåïåðü p = ϕx, v = pt, w = −px è ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð

z̄ = (ϕ, p, v, w)T , ìû ïðèõîäèì ê ìóëüòè-ñèìïëåêòè÷åñêîé ãàìèëüòîíîâîéñèñòåìå óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
Kz̄t + Lz̄x = ∇zS(z̄), (7)ãäå S(z̄) =
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p3 åñòü êîâàðèàíòíàÿ ãàìèëüòîíîâà �óíêöèÿ, à

K è L � êîñî-ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû ñëåäóþùåãî âèäà:
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. (8)Â äàííîé ðàáîòå ìû ïðîâîäèì ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè èòî÷íîñòè ðàçëè÷íûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÊäÂ âïðåíåáðåæåíèè âÿçêîñòüþ æèäêîñòè. Â ï.2 ïðèâîäÿòñÿ ÿâíûå è íåÿâíûåñõåìû ñ òåîðåòè÷åñêèìè îöåíêàìè èõ ïîãðåøíîñòåé è îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè,êîòîðûå îáîáùàþò ñõåìû èç [9-10℄ äëÿ ñëó÷àÿ ñî âòîðîé ïðîèçâîäíîé, àòàêæå ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ òàê íàçûâàåìîãî èíòåãðàëàñ ïàìÿòüþ â (9) ñ �èêñèðîâàííûì îáúåìîì ïàìÿòè, à â ï. 3 îáñóæäàþòñÿðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ìîäåëüíûõ çàäà÷.2 Îïèñàíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåìÇàïèøåì óðàâíåíèå Êîðòåâåãà-äå-Âðèçà â ñëåäóþùåì âèäå:
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(9)ãäå ïàðàìåòð w õàðàêòåðèçóåò ïðîöåññ ìàññîîáìåíà â âîëíå, îáóñëîâëåííûé�àçîâûì ïåðåõîäîì ïåðâîãî ðîäà, âåëè÷èíf ν åñòü ý��åêòèâíàÿ âÿçêîñòü,à ñ0 è β ,áåçðàçìåðíûå êîý��èöèåíòû.Äëÿ èçó÷åíèÿ ðåøåíèé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûìè,òàêèõ êàê óåäèíåííûå âîëíû, ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîéïåðèîäè÷åñêîé îáëàñòüþ òàê ÷òîáû îñòàòêè ðåøåíèé áûëè ìåíüøå ìàøèííîéòî÷íîñòè èñïîëüçóåìîé â âû÷èñëåíèÿõ, ò.å.
p(x+ T ) = p(x). (10)3



Îäíàêî â íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ ìû õîòåëè áû âêëþ÷èòü â ðàññìîòðåíèåãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Òàê êàê óðàâíåíèå (9) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì òðåòüåãîïîðÿäêà ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì, òî åñòåñòâåííî ÷òî òðåáóþòñÿòðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿ. Õîëìåð [5℄ ïîêàçàë, ÷òî åäèíñòâåííîñòü äëÿóðàâíåíèÿ ÊäÂ èìååò ìåñòî ñ äâóìÿ îäíîðîäíûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå èîäíîðîäíûì óñëîâèåì Íåéìàíà òîëüêî íà ïðàâîé ñòîðîíå ðàññìàòðèâàåìîãîîòðåçêà [a, b]:
p(a, t) = 0, p(b, t) = 0,

∂p(b, t)

∂x
= 0. (11)Ïåðâàÿ ñõåìà äëÿ (9) áåç èíòåãðàëüíîãî ÷ëåíà áûëà ïðåäëîæåíà â [6℄è ïðèâåëà ê îòêðûòèþ ñîëèòîíîâ:
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(12)Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îíà äîñòàòî÷íî òî÷íà, ÷òîáû âûÿâèòü ýòî ïîíÿòèå,ïðè äëèòåëüíûõ ðàñ÷åòàõ ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò íå�èçè÷åñêèåîñöèëëÿöèè è ðàçâàë ðåøåíèÿ, íåçàâèñèìî îò âåëè÷èíû øàãà ïî âðåìåíè.Â ïîñëåäíèå ãîäû ïîÿâèëîñü ìíîãî ÷èñëåííûõ ñõåì, îñíîâàííûõ íà êîíå÷íûõðàçíîñòÿõ, ýëåìåíòàõ èëè îáúåìàõ, ñïåêòðàëüíûõ è ïñåâäî ñïåêòðàëüíûõìåòîäàõ è ìíîãèõ äðóãèõ. Âñå îíè ÿâëÿþòñÿ ÷èñòî íåÿâíûìè èëè ïîëóÿâíûìè,çà èñêëþ÷åíèå äâóõ ÿâíûõ. Îíè áàçèðóþòñÿ íà êîíöåïöèè ìóëüòèñèìïëåêòè÷íîñòè(7) ñì. [9℄ èëè íà àïïðîêñèìàöèè ãàìèëüòîíèàíà (6) [10,11℄ äëÿ ýòîãîóðàâíåíèÿ. Ñèìïëåêòè÷åñêèé èíòåãðàòîð äëÿ ãàìèëüòîíèàíà îáåñïå÷èâàþòïðè äîëãîâðåìåííûõ âû÷èñëåíèÿõ çàêîíû ñîõðàíåíèÿ äëÿ ýíåðãèè èìîìåíòîâ, â òî âðåìÿ êàê ìóëüòèñèìïëåêòè÷åñêèå èíòåãðàòîðû ñîõðàíÿþòýòè çàêîíû ëîêàëüíî ìíîãî ëó÷øå èç-çà ñâîåé ëîêàëüíîé ïðèðîäû.Â ïîñëåäíèå ãîäû ïîÿâèëîñü äâå ÿâíûå ìóëüòèñèìïëåêòè÷íûå øåñòèòî÷å÷íûåñõåìû. Ïåðâàÿ ñõåìà [7℄
1

2





un+1
j − unj

τ
+

unj+1 − un−1
j+1

τ



+ c0
2 + unj+1 + unj

2





unj+1 − unj
h



−

ν
unj+1 − 2unj + unj−1

h2
+ β

unj+2 − 3unj+1 + 3unj − unj−1

h3
= Inh

(13)ìîæåò óäàëÿòü íå�èçè÷åñêèå îñöèëëÿöèè, à òàêæå àïïðîêñèìàòèâíî ñîõðàíÿòüíåêîòîðûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ äëÿ ÊäÂ. Çäåñü è äàëåå Inh åñòü àïïðîêñèìàöèÿ
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èíòåãðàëüíîãî ÷ëåíà â (9), ñì. íèæå. Âòîðîé àëãîðèòì ïðåäëîæåí â [8℄:
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= I0h.Ñ ïîìîùüþ �çàìîðàæèâàíèÿ� êîý��èöèåíòîâ è Ôóðüå � àíàëèçà ñõåì(12), (13) è (14) óñòàíîâëåíî, ÷òî ýòè ñõåìû óñòîé÷èâû ïðè âûïîëíåíèèñëåäóþùèõ óñëîâèé ñîîòâåòñòâåííî:
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x,t

|u|+ 4µ2/h2.Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ñõåìû (14) â äâà ðàçà áîëüøå, ÷åìó ñõåì (12),(13). Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííîãî ñðàâíåíèÿ áûëè èñïîëüçîâàíûòàêæå ñõåìû èç ìîíîãðà�èè Þ.À.Áåðåçèíà [2℄, êîòîðûå ìû çäåñü íåïðèâîäèì.Îñòàíîâèìñÿ òåïåðü íà íåÿâíûõ ñõåìàõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÊäÂ.Ïåðâàÿ ñõåìà áûëà øèðîêî èñïîëüçîâàëàñü ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðàñïðîñòðàíåíèèâîëí â æèäêîñòè ñ ïóçûðüêàìè ïàðà [4℄.
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u = Inh . (16)Ìû èñïîëüçóåì 8-òî÷å÷íóþ êîíå÷íî-îáúåìíóþ ñõåìó äëÿ âû÷èñëåíèÿïåðâîãî øàãà ïî âðåìåíè.
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]

u+
c0
2h

[

−1 0 1
]

(

u+

(

1

4

[

1 1
1 1

]

u

)2)

−

ν

4h2

[

1 −2 1
1 −2 1

]

u+
β

2h3

[

−1 3 −3 1
−1 3 −3 1

]

u = I0h.5



Äëÿ ý��åêòèâíîé àïïðîêñèìàöèè èíòåãðàëüíîãî ÷ëåíà â (9), êîòîðûéïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òàê íàçûâàåìûé èíòåãðàë ñ ïàìÿòüþ è èìååò èíòåãðèðóåìóþîñîáåíîîñòü ñîçäàí ÷èñëåííûé àëãîðèòì ñ �èêñèðîâàííîé ïàìÿòüþ. Ñóòüåãî ðàáîòû ñëåäóþùàÿ. Ìû âûáèðàåì ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà -áîëüøîå m è ìàëîå l. Íà ïåðâûõ m+ l øàãàõ ìû ðàçáèâàåì èíòåãðàë íàäâå ÷àñòè. Äëÿ "ðåãóëÿðíîé"÷àñòè ìû èñïîëüçóåì �îðìóëó òðàïåöèé,à äëÿ ñèíãóëÿðíîé ÷àñòè (t1 → t in (9)) ìû èñïîëüçóåì îïòèìàëüíûåâåñîâûå ×åáûøåâñêèå êâàäðàòóðû äëÿ òîãî ÷òîáû çàïîìíèòü âñå äàííûåâ ïàìÿòè. Êîãäà n > m+l ìû èñïîëüçóåì èòåðàòèâíóþ �îðìóëó, âûâåäåííóþäëÿ àïïðîêñèìàöèè ïåðâîé ÷àñòè èíòåãðàëà Inh

Inh = In−1
h + 2

√
τ
∂p

∂t
(0)

[

1√
n+ 1 +

√
n

]

. (17)Îøèáêà äèñêðåòèçàöèè äëÿ òàêîé àïïðêñèìàöèè èíòåãðàëà åñòü ïîðÿäêà
O(τ1.5).3 Ïðèìåðû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâÏðåäñòàâèì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ òåñòîâûõ çàäà÷ ñàíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì äëÿ ÊäÂ óðàâíåíèÿ. Ýòîïðèåð îïèñûâàåò äâóõñîëèòîííóþ âîëíó, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:

u(x, t) = 2
K1 +K2

(1 + eθ1 + eθ2 + a2eθ1+θ2)2
, (18)

K1 = k21e
θ1 + k22e

θ2 + 2(k2 − k1)
2eθ1+θ2 ,

K2 = a2(k22e
θ1 + k21e

θ2)eθ1+θ2 ,

k1 = 1, k2 = 1.5, a2 =
(k1 − k2
k1 + k2

)2
=

1

25
,

η = 0.0013020833, θ1 = k1
x√
6η

− k31
t

63/2
√
η
− 3,

θ2 = k2
x√
6η

− k32
t

63/2
√
η
+ 3.Â íàøèõ ÷èñëåííûõ ýêïåðèìåíòàõ ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì ìû ðàññìàòðèâàåìóðàâíåíèå (9) ñ ν = w = 0 íà îòðåçêå [−40, 40] ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìèóñëîâèÿìè è íà÷àëüíûìè äàííûìè (16) äëÿ t = 0. Ñåòî÷íàÿ îáëàñòüñîäåðæèò 400 óçëîâ (h = 0.2) ñ îòíîøåíèåì τ

h = 0.005 äëÿ ÿâíûõ ñõåìè τ
h = 0.5 äëÿ íåÿâíûõ. Âû÷èñëåíèÿ áûëè ïðîâåäåí âïëîòü äî t =

40. Ïðè ýòîì ÷èñëåííûå ñõåìû (12),(15) è (15) ðàçâàëèëèñü, à ñõåìû(14) è (16) ïîêàçàëè îäèíàêîâûå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå ìû ïðåäñòàâëÿåì6



íà �èñ.1, Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ñ ðàçëè÷íûìè ñåòî÷íûìè øàãàìèïîäòâåðæäàþò âòîðîé ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè è äåéñòâèòåëüíî âûñîêóþóñòîé÷èâîñòü.

�èñ. 1: ×èñëåííîå ðåøåíèå ïðè t=40.Âòîðîé öèêë ýêñïåðèìåíòîâ áûë âûïîëíåí äëÿ óðàâíåèÿ (9) ñ íóëåâûìèíà÷àëüíûìè äàííûìè äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü âëèÿíèå èíòåãðàëüíîãî÷ëåíà è âÿçêîñòè. Íà ëåâîé ãðàíèöå ñòàâèëîñü óñëîâèå Äèðèõëå âèäà
p(t, 0) =































p0
t
t0
, 0 < t < t1

p0
1−(t−t1)

t2
, t1 < t < t2

0, t > t2Âñå âû÷èñëåíèÿ áûëè ïðîâåäåíû ïðè ñëåäóþùèõ äàííûõ:
x ∈ [0, 44], τ = 0.0002, h = 0.008, w = 0.25, c0 = 1,
β = 10−6, ν = 10−2, p0 = 10, t1 = 0.01, t2 = 0.025,
T = 10.Íà �èñ.2-�èñ.5 ïîêàçàíû ñëåäóþùèå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû: KdV óðàâíåíèå

(ν = w = 0), KdV óðàâíåíèå ñ èíòåãðàëüíûì ÷ëåíîì (ν = w = 0.25),KdV-Áþðãåðñà óðàâíåíèå ñ âÿçêîñòüþ è èíòåãðàëüíûì ÷ëåíîì (ν =
10−2, w = 0.25), KdV-Áþðãåðñà óðàâíåíèå áåç èíòåãðàëüíîãî ÷ëåíà (ν =
10−2, w = 0). Êàê ëåãî âèäåòü, ÷òî ðàññìîòðåííûå çàäà÷è èìåþò ðàçëè÷íîåâîëíîâîå ïîâåäåíèå. 7



�èñ. 2: ×èñëåííîå ðåøåíèå ïðè t=10 (ν = 0, w = 0)

�èñ. 3: ×èñëåííîå ðåøåíèå ïðè t=10 (ν = 0, w = 0.25)

�èñ. 4: ×èñëåííîå ðåøåíèå ïðè t=10 (ν = 10−2, w = 0.25)8
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