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Èññëåäîâàíà äâóìåðíàÿ çàäà÷à î íàñûùåíèè ïðèìåñüþ ïëàñòèíû, íàõîäÿùåé-
ñÿ â óñëîâèÿõ îäíîîñíîãî ìåõàíè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ. Ìåõàíè÷åñêàÿ ÷àñòü çàäà÷è
ñôîðìóëèðîâàíà â ðàìêàõ ãèïîòåçû Áåðíóëëè � Ýéëåðà, èñõîäÿ èç êîòîðîé, ïîïå-
ðå÷íûìè äåôîðìàöèÿìè ïðåíåáðåãàåì, à îñåâóþ êîìïîíåíòó ïåðåìåùåíèé ñ÷èòàåì
ëèíåéíîé ôóíêöèåé êîîðäèíàò â ïëîñêîñòè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ îáðàçöà. Äëÿ ôîð-
ìóëèðîâêè äèôôóçèîííîé ÷àñòè çàäà÷è ðàññìîòðåíû äâà âîçìîæíûõ ìåõàíèçìà
âëèÿíèÿ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé íà ïðîöåññ äèôôóçèè. Â ðåçóëüòàòå ðàáîòà
íàïðÿæåíèé, âîçíèêàþùèõ â ëîêàëüíûõ îáúåìàõ, ÿâíûì îáðàçîì âëèÿåò íà âåëè-
÷èíó êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè.

Âçàèìíîå âëèÿíèå äèôôóçèè è íàïðÿæåíèé � ïðåäìåò äàâíèõ êàê ýêñïåðèìåíòàëü-
íûõ, òàê è òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé. Ïåðâûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðàáîòû â ýòîé îá-
ëàñòè ïîÿâèëèñü â 60-70x ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà. Â îñíîâíîé ñâîåé ìàññå îíè áûëè ïî-
ñâÿùåíû èññëåäîâàíèþ âëèÿíèÿ ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ íà äèôôóçèþ â áèíàðíûõ
ìåòàëëè÷åñêèõ ñèñòåìàõ [1-3]. Ïîäîáíûå èññëåäîâàíèÿ ïðîäîëæàþòñÿ è â íàøè äíè [4,5],
÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î íåóòèõàþùåì èíòåðåñå ê ýòîìó âîïðîñó. Ñóùåñòâóåò áîëüøîå êî-
ëè÷åñòâî èññëåäîâàíèé â îáëàñòè èçó÷åíèÿ çàêîíîìåðíîñòåé äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ
â ãåîëîãè÷åñêèõ ñðåäàõ ïîä âûñîêèì äàâëåíèåì [6]. Àêòèâíî èçó÷àåòñÿ âëèÿíèå àãðåñ-
ñèâíûõ ñðåä íà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå òåëa [7]. Áîëüøîå êîëè÷åñòâî
ðàáîò ïîñâÿùåíî èçó÷åíèþ âëèÿíèÿ íàïðÿæåíèé, âîçíèêàþùèõ â ïîëóïðîâîäíèêàõ èç-
çà íåðåãóëÿðíîãî ñòðîåíèÿ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè, íà äèôôóçèþ ïðèìåñè [8-10].
Èçó÷àåòñÿ äàæå âëèÿíèå àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ íà ïðîöåññû ìàññîïåðåíîñà â ïîëó-
ïðîâîäíèêàõ [11].

Ïîïûòêè òåîðåòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ÿâëåíèé ÷àùå âñåãî ñâîäÿòñÿ ê ðàññìîòðåíèþ òî-
ãî, êàê ïîëå íàïðÿæåíèé ñêàçûâàåòñÿ íà âåëè÷èíå êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè [7,12,10].
Ñâÿçàííîñòü ïðîöåññîâ ðåäêî ïðèíèìàåòñÿ âî âíèìàíèå. Åñòü ïðèìåðû ðàáîò, â êîòîðûõ
âçàèìîâëèÿíèå ïðîöåññîâ ó÷èòûâàåòñÿ, íî àíàëèçèðóåòñÿ òîëüêî ïîëå êîíöåíòðàöèîí-
íûõ íàïðÿæåíèé, à âëèÿíèå âíåøíåé íàãðóçêè íå ðàññìàòðèâàåòñÿ [13]. Â ñâÿçè ñ ýòèì,
ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ìîäåëè, ó÷èòûâàþùèå âçàèìíîå âëèÿíèå äèôôóçèè è íàïðÿæå-
íèé â óñëîâèÿõ âíåøíåé íàãðóçêè â äîñòàòî÷íî ñòðîãîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå.

Ðàññìîòðèì ïëàñòèíó äëèííîé 2L, øèðèíîé 2h è òîëùèíîé δ(Ðèñ. 1). Íà ïîâåðõ-
íîñòü ïëàñòèíû z = 0 íàíåñåíî ïîêðûòèå èç ìàòåðèàëà, îòëè÷íîãî îò ìàòåðèàëà ïëà-
ñòèíû, òîëùèíîé δ1. Ê áîêîâûì ïîâåðõíîñòÿì y = ±L ïðèëîæåíà ðàâíîìåðíî ðàñïðå-
äåëåííàÿ íàãðóçêà P , êîòîðàÿ ìîæåò áûòü êàê ñæèìàþùåé, òàê è ðàñòÿãèâàþùåé.
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Ðèñ. 1. Ðàññìàòðèâàåìàÿ ïëàñòèíà

Âñëåäñòâèå äèôôóçèîííîãî îòæèãà ïðèìåñü ïðîíèêàåò âãëóáü ïëàñòèíû, èñïûòûâàÿ
âëèÿíèå âíåøíåé íàãðóçêè ñ îäíîé ñòîðîíû, è ïîðîæäàÿ íåîäíîðîäíîå ïîëå êîíöåíòðà-
öèîííûõ íàïðÿæåíèé ñ äðóãîé.

Äëÿ îïèñàíèÿ íàïðÿæåííî äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïëàñòèíû, âîñïîëüçóåìñÿ
ãèïîòåçîé Áåðíóëëè � Ýéëåðà, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âñå ñå÷åíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíû îñåâîé
ëèíèè êàê äî, òàê è ïîñëå íàãðóæåíèÿ, à òàê æå ïðåíåáðåæåì ïîïåðå÷íûìè äåôîðìàöè-
ÿìè. Â ýòîì ñëó÷àå êîìïîíåíòà ïåðåìåùåíèÿ âäîëü îñè y ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé
êîîðäèíàò â ïðîèçâîëüíîé ïëîñêîñòè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ [14]

uy = f0(y) + f1(y) · x+ f2(y) · z

Òîãäà,

εyy =
∂uy
∂y

= f
′

0(y) + f
′

1(y) · x+ f
′

2(y) · z. (1)

Â êà÷åñòâå îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè çàêîíà Äþàìåëÿ-
Íåéìàíà

σij = 2µεij + δij(εkkλ−Kw), (2)

ãäå w - ôóíêöèÿ èçìåíåíèÿ îáúåìà,

w = 3
n∑

k=i

αk (ηk − ηk0) ,

λ, µ � êîýôôèöèåíòû Ëàìå, K � èçîòåðìè÷åñêèé ìîäóëü âñåñòîðîííåãî ñæàòèÿ, ηk
�êîíöåíòðàöèÿ êîìïîíåíòà, αk� êîýôôèöèåíòû êîíöåíòðàöèîííîãî ðàñøèðåíèÿ, k �
íîìåð êîìïîíåíòà (â äàëüíåéøåì èíäåêñ ¾1¿ áóäåò îòíîñèòüñÿ ê îáëàñòè ïîêðûòèÿ,
¾2¿ ê îáëàñòè îñíîâû), èíäåêñ ¾0¿ îòíîñèòñÿ ê íåäåôîðìèðîâàííîìó ñîñòîÿíèþ. Òîãäà,
ïðè óñëîâèè εxx = εzz = 0 èñêîìûå êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé ñëåäóþò èç (1):

σyy = (λ+ 2µ)εyy −Kw, σxx = σzz = λεyy −Kw. (3)

Ñ ó ÷åòîì ïðåäïîëîæåíèé εjj = εyy

σjj = 2 [(λ+ µ)εyy −Kw] .
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Ñ ïîìîùüþ óñëîâèé

1

S

∫
s
σyydS = P,

∫
S
σyyxdS = 0,

∫
S
σyydS = 0, (4)

ïîòðåáóåì, ÷òî áû ðåçóëüòèðóþùèå ñèëû è ìîìåíòû óäîâëåòâîðÿëè óñëîâèÿì ðàâíîâå-
ñèÿ. Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå äëÿ σyy

σyy = (λ+ 2µ)
(
f

′

0(y) + f
′

1(y) · x+ f
′

2(y) · z
)
−Kw (5)

Ïîëó÷èì ñèñòåìó òðåõ ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ðàçðåøèâ êîòîðóþ,
îïðåäåëèì íåèçâåñòíûå ôóíêöèè f

′
0, f

′
1, f

′
2è êàê ñëåäñòâèå èñêîìûå êîìïîíåíòû òåíçîðà

íàïðÿæåíèé.

F · f ′

0 + Fx · f
′

1 + Fz · f
′

2 −G = P · S

Fx · f
′

0 + Fx2 · f ′

1 + Fxz · f
′

2 −Gx = 0

Fz · f
′

0 + Fxz · f
′

1 + Fz2 · f
′

2 −Gz = 0

Ãäå

F =
∫
S

(λ+ 2µ) dS;Fx =
∫
S

(λ+ 2µ)xdS;Fz =
∫
S

(λ+ 2µ) zdS

Fxz =
∫
S

(λ+ 2µ)xzdS;Fx2 =
∫
S

(λ+ 2µ)x2dS;Fz2 =
∫
S

(λ+ 2µ) z2dS

G =
∫
S
KwdS;Gx =

∫
S
KwxdS;Gz =

∫
S
KwzdS

Ñèñòåìà ðåøàåòñÿ àíàëèòè÷åñêè,íî âñëåäñòâèå ãðîìîçäêîñòè çäåñü å¼ ðåøåíèå íå
ïðèâîäèòñÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî íàéäåííûå ôóíêöèè çàâèñÿò îò âåëè÷èíû âíåøíåé íàãðóçêè,
õàðàêòåðà ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèìåñè è ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ êàê îáðàçöà, òàê è ïðèìåñè.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàññìîòðèì ñå÷åíèå ïëàñòèíû y = 0, ðàâíîóäàëåííîå îò ïî-
âåðõíîñòåé íàãðóæåíèÿ (Ðèñ. 2).

Â ðàìêàõ ìîäåëè[15] ðàññìàòðèâàåòñÿ äâà ìåõàíèçìà âëèÿíèÿ íàïðÿæåíèé íà äèô-
ôóçèþ. Îäèí èç íèõ ó÷èòûâàåò âëèÿíèå ðàáîòû íàïðÿæåíèé, âîçíèêàþùèõ â îáðàçöå
êàê âñëåäñòâèå íàëè÷èÿ âíåøíåé íàãðóçêè, òàê è âñëåäñòâèå ðàçíîñòè àòîìíûõ ðàçìå-
ðîâ îñíîâû è ïðèìåñè, íà âåëè÷èíó êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè, ÷òî ïðèâîäèò ê ñëåäóþ-
ùåé çàâèñèìîñòè

D∗ = D0 exp

(
− kΠ

RT

)
, k = k0

m1

ρ2
,Π = −[σyyεyy + σyxεyx + σyzεyz], (6)

ãäå k0� êîýôôèöèåíò ÷óâñòâèòåëüíîñòè äèôôóçèè ê ðàáîòå íàïðÿæåíèé, m1� ìîëÿðíàÿ
ìàññà ïðèìåñè,ρ2 � ïëîòíîñòü îñíîâû, Π� ðàáîòà íàïðÿæåíèé.

Âòîðîé ìåõàíèçì âîçäåéñòâèÿ íàïðÿæåíèé íà äèôôóçèþ ñâîäèòñÿ ê ïðÿìîìó âëè-
ÿíèþ íàïðÿæåíèé íà ïîäâèæíîñòü àòîìîâ. Îí ïîäîáåí ÿâëåíèþ ìàññîïåðåíîñà â æèä-
êîñòÿõ ïðè íàëè÷èè ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ. Ðóêîâîäñòâóÿñü òåðìîäèíàìè÷åñêîé òåîðèåé
[16], çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ïîòîêà êîìïîíåíòà â èçîòåðìè÷åñêèõ óñëîâèÿõ.

J̄ = −D∇η +Bη∇σjj (7)
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Ðèñ. 2. Ñå÷åíèå y = 0

Ò.ê. ñìåñü � áèíàðíàÿ, íàì äîñòàòî÷íî ñëåäèòü çà êîíöåíòðàöèåé îäíîãî êîìïîíåíòà
(ïðèìåñè); êîíöåíòðàöèþ âòîðîãî ìîæíî óçíàòü èñõîäÿ èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ. Êîýô-
ôèöèåíò D â îáùåì ñëó÷àå � ôóíêöèÿ êîíöåíòðàöèé

D = f(η) ·D∗

ãäå D∗ � êîýôôèöèåíò ñàìîäèôôóçèè. Êîýôôèöèåíò ïåðåíîñà ïîä äåéñòâèåì íàïðÿæå-
íèé Bîïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

B =
α1D

∗m1

ρ2RT

Âîñïîëüçîâàâøèñü âûðàæåíèåì äëÿ ïîòîêà (7), çàïèøåì óðàâíåíèÿ äèôôóçèè äëÿ
ïåðâîé è âòîðîé îáëàñòåé

∂η

∂t
= −∇ · J̄ =

∂

∂x

[
D
∂η

∂x
−Bkη

∂σjj
∂x

]
+

∂

∂y

[
D
∂η

∂y
−Bη∂σjj

∂y

]
Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïðèìåñü èìååòñÿ òîëüêî â ïîêðûòèè, ñëåäîâàòåëüíî

ïðè t = 0 èìååì
η = 1, 0 ≤ x < h; 0 ≤ z < δ1

η = 0, 0 ≤ x ≤ h; δ1 ≤ z < δ

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä:

z = 0 : J̄1 = 0

z = δ : J̄2 = 0

z = δ1 : J̄1 = J̄2, η
− = η+

x = h : J̄k = 0

x = 0 : J̄−
k = J̄+

k

Çäåñü çíàêàìè ïëþñ è ìèíóñ îáîçíà÷åíû âåëè÷èíû ñ ðàçíûõ ñòîðîí ãðàíèöû ðàçäåëà.
Äèôóçèîííàÿ çàäà÷à ðåøàëàñü ÷èñëåííî.
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