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ПОСТРОЕНИЕ СЕЙСМИЧЕСКИХ ЛУЧЕЙ ПО РЕШЕНИЮ УРАВНЕНИЯ 

ЭЙКОНАЛА С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ИСКУССТВЕННЫХ НЕЙРОННЫХ СЕТЕЙ 

Н. Н. Шилов, С. И. Грубась, А. А. Дучков 

 

Институт нефтегазовой геологии и геофизики им. А. А. Трофимука СО РАН, г. Новосибирск 

 

Аннотация. Данная работа посвящена исследованию возможностей построения 

сейсмических лучей и вычисления лучевых амплитуд по полю времён пробега 

сейсмических волн – решению уравнения эйконала – рассчитанному с использованием 

искусственных нейронных сетей или более традиционным конечно-разностным 

методом. В ряде численных экспериментов показывается, что использование нейросетей 

может заметно снизить требования к частоте дискретизации модели без большой потери 

в точности вычислений. 

Ключевые слова: искусственные нейронные сети, уравнение эйконала, лучевое 

трассирование. 

SEISMIC RAY TRACING USING ANN-BASED EIKONAL SOLVER  

N. N. Shilov, S. I. Grubas,A. A. Duchkov 

 

Trofimuk Institute of Petroleum Geology and Geophysics of Siberian Branch  

of Russian Academy of Sciences (IPGG SB RAS), Novosibirsk 

 

Annotation. In this work we investigate the potential of seismic ray tracing based on the 

seismic travel-time field (i.e., solution of the eikonal equation) computed using artificial neural 

networks and conventional finite-differences. In a series of numerical tests, we show that the 

network-based eikonal solver requires considerably less dense computational grid than the 

finite-difference method. 

Keywords: artificial neural networks, eikonal equation, seismic ray tracing. 

 

 

Введение. Расчёт времени пробега сейсмических волн играет ключевую роль в прямых 

и обратных кинематических задачах сейсморазведки. В двумерной постановке задачи поле 

времён пробега (эйконал) 𝜏(𝑥, 𝑧) подчиняется так называемому уравнению эйконала 

|∇𝜏(𝑥, 𝑧)|2 =
1

𝑣2(𝑥, 𝑧)
, (1) 

где символ ∇ есть градиент, а 𝑣 = 𝑣(𝑥, 𝑧) – скорость распространения волн в данной точке 

среды. 

Уравнение (1) есть нелинейное дифференциальное уравнение первого порядка; распро-

странёнными конечно-разностными (К–Р) методами его численного решения (1) являются 

«fast sweeping method» (FSM) [1] и «fast marching method» (FMM) [2]. В работе [3] приводится 

также альтернативный подход к решению дифференциальных уравнений с использованием 

искусственных нейронных сетей (ИНС). В настоящей работе проведён сравнительный анализ 

нейросетевого и конечно-разностного решений уравнения эйконала. В серии численных экс-
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периментов оценивается характер сходимости таких решений и их производных при измене-

нии шага вычислительной сетки и демонстрируются возможности их применения в задачах 

лучевого трассирования и расчёта волновых амплитуд. 

Инструменты и методы. Для чистоты эксперименты при обучении нейронной сети ис-

пользовались те же прямоугольные сетки, что и для К–Р решения уравнения эйконала. При 

оценке точности численных решений и их производных в качестве эталонного решения ис-

пользовались либо точные формулы, либо поле времён, рассчитанное по лучевому методу. 

При пересчёте поля времён с прямоугольной сетки на лучевую применялась бикубическая ин-

терполяция. 

Все вычисления в данной работе производились с использованием языка программиро-

вания Python. Для конечно-разностного решения (1) использовалась открытая программная 

реализация FMM [4]. Нейросетевой решатель уравнения эйконала был написан с использова-

нием библиотеки TensorFlow; гиперпараметры нейросети оставались неизменными во всех 

экспериментах. 

Численные эксперименты 

1. Сходимость решений 

Для численной оценки порядка сходимости были произведены расчёты времён пробега 

волн из точечного источника в трёх скоростных моделях: 

𝑣1(𝑥, 𝑧) = 1 + 0,5 ∙ 𝑧, (1) 

𝑣2(𝑥, 𝑧) = 2 (1 −
1

√2
) +

1

2√2
∙ 𝑥 +

1

2√2
∙ 𝑧, 

(2) 

𝑣3(𝑥, 𝑧) = 2 + exp(−√40 ∙ [(𝑥 − 2.5)2 + (𝑦 − 2.5)2]),  (3) 

где 𝑥 и 𝑧 измеряются в км, а 𝑣1−3 – в км / с. Модель 𝑣1(𝑥, 𝑧) соответствует линейному росту 

скорости с глубиной; модель 𝑣2(𝑥, 𝑧) является её копией, повёрнутой на 45°. В модели 𝑣3(𝑥, 𝑧) 

есть локальная аномалия повышенной скорости. Все скоростные модели приведены на рис. 1; 

белыми линиями показаны сетки, на которых проводилось сравнение точного и численных 

решений. В модели 𝑣1(𝑥, 𝑧) оценка точности производилась непосредственно на вычислитель-

ной (обучающей) сетке, в моделях 𝑣2(𝑥, 𝑧) и 𝑣3(𝑥, 𝑧) – на постоянной лучевой сетке. 

На рис. 2 приведены графики относительных погрешностей полученных решений в за-

висимости от шага обучающей сетки. Погрешности рассчитаны в норме 𝐿2. По виду графи-

ков можно сделать два вывода: 

– сходимость ИНС-решения наблюдается только на обучающей сетке; 

– на грубых сетках ИНС позволяют с большей точностью аппроксимировать эйконал 

и его производные, чем К–Р решение. 

2. Лучевое трассирование 

Для качественной оценки точности определения производных эйконала вблизи источ-

ника были проведены эксперименты по лучевому трассированию. В модели 𝑣3(𝑥, 𝑧) на сетке 

с шагом 0,04 км были построены нейросетевое и К-Р решения уравнения (1). Затем по луче-

вому методу были построены три фронта: 10, 30 и 50 мс; от этих фронтов, используя полу-

ченные поля времён, были продолжены сейсмические лучи. На рис. 3 видно, что для К–Р под-

хода требуется отойти от источника на два-три шага вычислительной сетки, чтобы догнать по 

точности трассирования нейросетевое решение. 

3. Расчёт лучевых амплитуд 

На рис. 2 видно, что вторые производные эйконала определяются наименее надёжно, как 

нейросетями, так и К–Р решателем. Однако, по всей видимости, большая часть ошибки обу-

славливается малой окрестностью источника. Были рассчитаны лучевые амплитуды в модели 

𝑣1(𝑥, 𝑧) для системы наблюдений, состоящей из 11 приёмников, расположенных на глубине 

0,1 км, и источника в центре модели (рис. 4, слева). Шаг обучающей сетки был снова выбран 

0,04 км. Лучи трассировались «сверху вниз», от приёмников к окружности радиуса 50 м (при-

мерно 25 мс) вокруг источника. На этой окружности задавалась начальная амплитуда в пред-

положении однородной модели внутри неё. Далее амплитуды продолжались вдоль лучей в 
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соответствии с теорией лучевого метода. Зависимость рассчитанной таким образом ампли-

туды от координаты приёмника приведена на рис. 4, справа. Как можно было ожидать по ре-

зультатам предыдущего эксперимента, нейросетевое решение уравнения эйконала выигры-

вает в точности у К–Р подхода. 

 
Риc. 1. Модели среды и тестовые сетки для оценки точности решений уравнения эйконала. Размеры 

ячеек увеличены для наглядности 

Fig. 1. Velocity models and test grids for accuracy estimation. Cell dimensions are exaggerated for illustrative 

purposes 

 
Рис 2. Относительные погрешности определения функции 𝝉(𝒙, 𝒛) и её производных в норме 𝑳𝟐. Цве-

том обозначен номер модели, типом кривой – метод решения (ИНС или К–Р) 

Fig. 2. Relative errors of the travel-time function 𝝉(𝒙, 𝒛) and its derivativescomputed in the 𝑳𝟐-norm. Line 

colour defines the model, line type stands for the method (ANN or F-D) 

 

 
Рис. 3. Результаты лучевого трассирования в модели №3. Лучи строились от фронтов (слева направо) 

10, 30 и 50 мс 

Fig. 3. Ray tracing results in the model №3. The rays were traced from the fronts at times  10, 30 and 50 ms 

(from left to right) 
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Рис. 4. Слева: система наблюдений и лучевые схемы, справа: лучевые амплитуды в приёмниках 

Fig. 4. Left: receiver location and rays, right: ray amplitudes in the receivers 

 

Выводы. Проведённые вычислительные эксперименты показали, что численное реше-

ние уравнения эйконала на основе нейронных сетей в ряде случаев позволяет вычислять не 

только сами времена пробега, но и их производные с большей точностью, чем К-Р методы, в 

том числе на грубых сетках. Особенно интересно более надёжное определение производных 

эйконала вблизи источника, что позволяет строить сейсмические лучи и рассчитывать лучевые 

амплитуды непосредственно по найденному полю времён. 

Для более полного представления о преимуществах и недостатках нейронных сетей в 

задачах геометрической сейсмики необходимо дополнительно исследовать поведение получа-

емых решений вблизи каустик и их устойчивость к ошибкам в скоростной модели. 
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